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ON THE CLOSEDNESS OF SINGULAR LOCI ia) 


By Masayosut NAGATA 


The set of singular spots ina model M over a ground ring J in the sense of the 
writer’s paper [5] forms a closed set, as in usual algebraic geometry (see [5, III]). 

In the present paper, we shall show that the closedness of singular loci is not true 
in general in the case of models in the ‘non-restricted case’ (1). 

On the other hand, a similar problem can be discussed from the following point 
of view: Let A be a Noetherian ring. The set of local rings which are rings of quotients 
of A is called the affine scheme of A (?), which will be denoted by S$ (A); here we introduce 
the Zariski topology on S(A). Then we can ask under what condition the singular 
locus (2.¢., the set of non-regular local rings) of a given affine scheme is closed. 

We shall prove in § 1 the following: 


THEOREM I. Fora Noetherian ring A, the following three conditions are equivalent 
to each other: 

(1) For any finitely generated ring B over A, the singular locus of the affine 
scheme S(B) of B is a closed set (of S(B)). 

(2) For any ring B which contains A asa subring and which is a finite module 
over A, the singular locus of S(B) is closed. 

(3) For any prime ideal p of A and for any purely inseparable finite integral 
extension (3) B of A/p, the singular locus of S'(B) is contained in a proper closed subset 


of S(B). 


(*) The work was supported by a research grant of the National Science Foundation. 


(1) In the definition of models, ground rings are assumed to be Dedekind domains which satisfy “finiteness 
condition’ (for integral extensions), while those in the non-restricted case are arbitrary Dedekind domains. 


(?) The notion of scheme (schémata) was treated in the general case by Grothendieck who will publish a 
joint paper with J. Dieudonné in a near future ; unfortunately the title of his paper is not decided yet. 

We shall remark here that, since an everywhere locally closed subset is closed, our results can be applied 
to schemes or pre-schemes in the sense of Grothendieck. 


(3) An integral extension of an integral domain A is, by definition, an integral domain which is integral over A. 
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Now let G be the class of Noetherian rings A satisfying the conditions in 


Theorem 1. We shall prove in § 2 the following: 


Turorem 2. The class G is closed under the following three operations: (i) For- 
mation of rings of quotients. (ii) Homomorphisms. (iti) Finitely generated extensions. 
In § 3, we shall prove at first the following. 


TueoreM 3. Any complete local ring is in the class G. 
Then, using Theorem 3, we shall prove more generally the following: 


Tueorem 4. Let A bea (Noetherian) semi-local ring. If, for any prime ideal p 
of A and for any purely inseparable finite integral extension B of A/p, B is analytically 
unramified, then A is in the class G. 

This Theorem 4 leads to: 


TuroreM 5. Ifaclass G’ of semi-local rings satisfies the following two conditions, 
then G’ is a subclass of G: 

(1) If AGG’ and if p is a prime ideal of A, then A/pEG’. 

(2) If AGG" is an integral domain and if A’ is the derived normal ring of A in 
a finite purely inseparable extension of the field of quotients of A, then (i) A’ isa finite A- 
module and (ii) for any maximal ideal m’ of A’, A'm' GG’, or, instead of (ii), (ii’) A’EG’. 

In § 4, we shall give an example of a regular local ring which is not in the class G 
and we derive an example in the case of models in the non-restricted case. In § 5 we 
shall give an example of Noetherian integral domain A, containing any given field of 
characteristic zero, which is not in the class G. 


§ x1. The proof of Theorem 1. 
We shall remark at first the following simple fact: 


Lemma 1. If S is the affine scheme of a Noetherian ring A, then the set of local 
rings in S which are not integral domains is closed. 


The proof is easy by virtue of the primary decomposition of the zero ideal of A. 
Now we shall prove Theorem 1. It is obvious that (r) implies (2). Assume 
that (2) holds. Let B be asin (3). Then the direct sum A+B satisfies the condition 
for B in (2) (+). Hence the validity of (2) implies the closedness of the singular locus 
of S(B). Since B is an integral domain, the singular locus is a proper subset. Thus (2) 
implies (3). Assume that (3) holds. Then the proof of closedness of the singular locus 


(7) The direct summand A of 4+ B may or ma i 
y not be called b 

ak a from A into A/p, the mapping from A aie ee B 

imbedding o into A+B so that A becomes a subri f A 

the same identity as the original ring). Dok i aba ai 


gof A+B. But, denoting by ® the 
defined by a—>(a,®(a)) gives an 
definition requiring a subring to have 
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in the case of models, given in [5, ITZ], can be adapted, and we see the validity of (1); 
here we shall sketch the adaptation. By Lemma 1, we may assume that B is a finitely 
generated integral domain over A/p with a prime ideal p of A. The first step is to show 
that, for any such B, the singular locus of §(B) is contained in a proper closed subset 
of S(B). If B is separably generated over A /p, then by the normalization theorem for 
separably generated extensions (see [5, II]), we may assume that there is a polynomial 
ring P over A/p such that B is a finite separable integral extension of P. Then by the 
non-triviality of the discriminant, we see that the singular locus of S(B) is contained 
in a proper closed subset. If B is not separably generated over A/p, then denoting 
by p the characteristic of A/p, let A'=A[a,, ..., a,] be such that (i) B[a,,..., a] is 
separably generated over A’ and (ii) a?&A[a,, ..., a4]. Then we prove the assertion 
by induction on n by virtue of the following: 


Lemma 2. Let R bea local integral domain and let a be an element such that (i) a 
is not in the field of quotients of R and (ii) a’&R, where po is the characteristic 
of R. If R[a] is a regular local ring, then R is regular, too. 


For the proof, see [5, IT]. 
Then we prove the following: 


LEMMA 3. Let A be a Noetherian ring with a prime ideal p such that Ap is a 
regular local ring. Let x,, ..., x, be a regular system of parameters of Ap (x;&A) 
and let f be an element of A which is not in p but is in every prime divisor of 2x,A other 
than p. Ifa prime ideal q of A contains », if fefq and if Aq/(p) is regular, then Ag is 
regular. 


The proof is easy (see [5, III]). 
Now we see that the singular locus of S(B) is closed by virtue of the following 
criterion of closedness: 


Lemma 4. A subset F of an affine scheme S is a closed set of S if and only if the 
following two conditions are satisfied: (1) If Pe@F, then any specialization of P is 
in F and (2) if P’&F(P’'GS), then ®p(F) is contained in a proper closed subset 
of ®p(S), where ®p denotes the homomorphism defined by P ([5, 1, Chap. II, Prop. 6]). 


Thus we prove the theorem. 


§ 2, The class of rings which satisfy the conditions in Theorem 1. 


We shall recall that G is the class of rings satisfying the conditions in Theorem 1. 
We shall prove now Theorem 2. (i) follows from the following easy fact: 


Lemma 5. If A’ isa ring of quotients of A, then S(A’) is a subspace of S(A). 
(ii) follows from the condition (1) in Theorem 1, while (3) implies (iii). 
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We shall remark here that the condition (3) in Theorem 1 implies the following 
two propositions: 

Proposition 1. A Noetherian ring A is in G if and only if, for any prime ideal p 
of A, A/p is in G. 


Proposition 2. A Noetherian integral domain A is in G ifand only if the following 
properties are true: (i) for any prime ideal » of rank 1, A/p is in G and (ii) for any 
finite purely inseparable integral extension B of A, there exists an element f of A such 


that B[1/f] is a regular ring (7). 


Corottary. Any semi-local ring of rank 1 is in G. 


§ 3. Semi-local rings. 


We shall prove at first Theorem 3. By virtue of the condition (3) in Theorem 1, 
we have only to prove that if B isa complete local integral domain (which is Noetherian), 
then the singular locus of S(B) is contained in a proper closed subset of S(B). If B 
contains a field, then the Jacobian criterion (see [6]) can be applied by virtue of Cohen’s 
structure theorem of complete local rings (see [1]), and we see that the singular locus 
of S(B) is aclosedset. If B does not contain any field, then B is of characteristic zero, 
hence it is a finite separable integral extension of an unramified complete regular local 
ring, by the structure theorem of Cohen. Therefore we see that the singular locus 
of S(B) is contained in a proper closed subset of S(B) by a theorem of Cohen on the 
regularity of rings of quotients of complete regular local rings (?). 

In order to prove Theorem 4, we prove the following: 


Proposition 3. Let B beasemi-local ring and let p bea prime ideal of B. Let B* 
be the completion of B and let p* be a minimal prime divisor of pB*. Assume that 
pB*,, = p*B*.,,. Then B, is regular if and only if BY, is regular. 

Proof. By the theorem of transition (see [4]), the length of B,/p°By is equal to that 
of B*,./p**B*,, and rank p=rank»*, which proves our assertion. 


In order to prove Theorem 4, it is sufficient to prove the following proposition, 
by virtue of Theorem 1 : 


Proposition 4. Let A be a semi-local ring and let A* be the completion. If 
the singular locus of $(A*) is contained in a proper closed subset of S(A*), then the 
singular locus of S(A) is contained in a proper closed subset of S (A). rs 

The proof is easy by virtue of Proposition 3. 


(*) A ring A is called regular if every local ring which is a ring of quotients of A is a regular local ring 


(*) This theorem of Cohen (see [1]) 


regular local’ rings. was generalized by Serre and Auslander-Buchsbaum (see ['7]) to arbitrary 
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Corotiary 1. If a semi-local ring A has no nilpotent element and if A is 


analytically unramified, then the singular locus of S(A) is contained in a proper closed 
subset of S(A). 


Corotiary 2. If every prime ideal of a semi-local ring A is analytically unra- 
mified, then the singular locus of $'(A) is a closed set of S (Ad, 

In order to prove Theorem 5, we have only to prove, by virtue of Theorem 4, the 
analytical unramifiedness of members of G’, which was proved by Zariski [8] (cf. [3]) (). 


Zariski’s result quoted above (cf. [3]) and Corollary 2 to Proposition 4 gives us the 
following. 


Proposition 5. Ifaclass G” of semi-local rings satisfies the following two conditions, 
then for any member A of G’, the singular locus of S(A) is a closed set of S (A): 

(1) If A&G’, and if p is a prime ideal of A, then A/peG’. 

(2) If A&G” is an integral domain and if A’ is the derived normal ring of A, 
then (i) A’ is a finite A-module and (ii) for any maximal ideal m’ of A’, A’n’ GG’, or, 
instead of (ii), (ii') A’EGG’. 

We shall give three remarks on the class G' in Theorem 5. We shall denote from 
now on by G’ the largest class of semi-local rings satisfying the conditions in Theorem 5. 
Then, at first: 


Proposition 6. G’ is the largest class of semi-local rings satisfying the following 
two properties: 

(1) If A&G’, then every prime ideal p of A is analytically unramified and . 
A/peG’. 

(2) If A&G’ is a local integral domain, then for any finite purely inseparable 
integral extension A’ of A, A’ isin G’. 

Proof. We have seen in the proof of Theorem 5 that G’ satisfies the above condi- 
tions. Conversely, since the analytical unramifiedness of a semi-local integral domain A 
implies the finiteness of the derived normal ring of A, we prove Proposition 6. 

The second remark we want to give here is as follows: 


Proposition 7. (1) If B is a semi-local ring which is a ring of quotients of a 
member A of G’, then BEG’. 
(2) Ifa is an ideal of A&G’, then A/oeG’. 


(1) The result of Zariski, which we are using, is as follows: i 
Let R beanormallocalring. If there exists a non-unit a of R such that every prime divisor of aR is analytically 


ramified, then R is analytically unramified. ; } : é' ; 
i Geerse that the pcre result can be generalized trivially to a normal semi-local ring R, provided that aR is 


contained in every maximal ideal of R. : ' 
Observe also the following well known fact which can be proved easily: ao 
Let R be asemi-local integral domain. If there exists a finite integral extension of R which is analytically 


unramified, then R is analytically unramified. 
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(3) Ifasemi-local ring B is of finitely generated type (1) over a member A oteG 
then BEG’ (?). 

Proof. (1) and (2) are obvious by the definition of G’. As for (3), we can easily 
reduce it to the case where B isa local integral domain. By virtue of (1), we may assume 
that A is a local integral domain dominated by B. By induction on the number of 
generators of a ring, of which B is a ring of quotients, we may assume that B= Alp 
with a prime ideal » of A[x] (x@B). By virtue of (1), we may assume that p is a 
maximal ideal of A[x]. Since G’ is closed under purely inseparable finite integral 
extensions of members which are integral domains, we see easily that (1) in order to 
prove Proposition 7, it is sufficient to prove the analytical unramifiedness of B (using an 
induction argument on rank A) and (2) if A&G" is an integral domain, then any finite 
integral extension of A isin G’. Now we shall prove the analytical unramifiedness of B 
by induction on rank A. Since the derived normal ring of A’ is finite over A, we may 
assume that A isnormal. If x is transcendental over A, then we see that the analytical 
unramifiedness of B immediately follows from the result of Zariski quoted above (see 
foot-note (1) in the preceding page). Therefore we assume that x is algebraic over A. _ By 
virtue of the remark (2) stated above, we may assume that x is in the field of quotients 
of A. Let f(X) be the irreducible monic polynomial over the residue class field A/m, 
m being the maximal ideal of A, such that f(x) €p/(m). Then, again by virtue of the 
remark (2) above, we may assume that f(X) is a separable polynomial. ‘Therefore, 
we may assume that xe@p. Now we shall use the following version of the result of 
Zariski quoted above: 


Lemma 6. Let R& bea local integral domain. If there exists a non-unit x in R 
such that (i) xR has no imbedded prime divisors and (ii) for any prime divisor q of xR, 
q is analytically unramified and Ry is a discrete valuation ring, then R is analytically 
unramified (°). 


The proof of Lemma 6 was really given by Zariski [8]. 

By virtue of Lemma 6, we have only to show the element « satisfies the conditions 
in Lemma 6 applied to B. Since A is normal, the relations of x over A are generated 
by linear relations ax—b=o, the set b of 5's forms a purely rank 1 ideal and 
A[x]/(x) =A/b, which proves the validity of (i). Let q be any prime divisor of xB. 
Then 4A isa prime divisor of b and *& Ayn), hence By = A(gn 4), which is a discrete 
valuation ring. Analytical unramifiedness of 4 follows from the induction assumption, 
and the validity of (ii) is proved. Thus Proposition 7 is proved. 


1) We say that a ring B is of fini i if B isari ; 
ane ee He AS Ss ring B is of finitely generated type over another ring A if B is a ring of quotients of a finitely 


(?) Observe furthermore that every complete semi-local ring is in G’. 


(*) This can be generalized to semi-local inte 


iL d = s ee . ° 
Re heditien fm ied e it ee gra! domains, provided that x is in every maximal ideal of R. 


to non-integral domains is trivially easy. 
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As a corollary of Proposition 7, we have another remark on G’ as follows: 


Proposition 8. If an integral domain B is of finitely generated type over a 
member A of G’, then the derived normal ring of B is a finite B-module. 

Proof. It is sufficient to prove the case where B is finitely generated over A. 
Proposition 7 shows that if p is a prime ideal of B, then the derived normal ring of B, 
is a finite By-module. Therefore the proof of the finiteness of the derived normal ring 
of an affine ring over a ground ring, given in [5, I], can be applied and we prove the 
assertion. 

Remark. The proof quoted just above proves the following fact: 

Let B be a finitely generated integral domain over a Noetherian integral domain A. 
If the derived normal ring of A in any finite purely inseparable extension of the field of 
quotients of A isa finite A-module and if, for every prime ideal q of B, the derived normal 
ring of By is a finite By-module, then the derived normal ring of B is a finite B-module 
(hence the same is true for any ring of quotients of B). 


§ 4. The first example. 


Let k, be a perfect field of characteristic po and let 1, ...,v,,... be infinitely 
many algebraically independent elements over ky. Set k= ky (01,..-5;%,---)- Let 
%4,--+,%,(T>2) be analytically independent elements over k. Set A=? {x,,...,%,} [A]. 
Then A isa regular local ring (see [2]). Let f,, ...,,,... be infinitely many prime 
elements of A such that p,A+~p,A if iAj. For each natural number n, we set 
Qn =f --- Py Set ¢=Xv,g; We shall show that the singular locus of S(A[c]) cannot 
be contained in any proper closed subset of $(A[c]). In order to prove it, it is sufficient 
to show that if a prime ideal » of rank 1 in B=Al[c] contains one of p;,, then Bp is 
not normal, which can be seen as follows: Set ¢,=(c—2X{-109,)/q,_1. Then 
By = Ay[e;], which does not contain ¢;,,. The derived normal ring of B contains 
all of the ¢,, hence Bp is not normal. . 

We shall now consider the models in the non-restricted case. Consider the case 
where r= 2 in the above example and set J= A[1/x,]. Then J is a Dedekind domain 
and B[t/x,]=J[c] is an affine ring over J. The above proof shows that the singular 
locus of the affine model of J[c] is not closed. 


§ 5. The second example. 


Let 2, be a principal ideal integral domain which contains infinitely many prime 
ideals such that, for any prime ideal p of Z, Xo/p is not of characteristic 2: For instance, 
let Z, be [x] with an arbitrary field of characteristic zero and a transcendental element x 
over k. We take infinitely many prime elements f,, ..-,fy»--- (PiXoMfiXo Uh tAj). 
Starting from 2, we construct a infinite sequence of successive EXCENSIONS AK gycoay soe 
Kn +++ a8 follows: 

When Z,_, is defined, let A; be the ring Paalv pel: X, is a ring of quotients of A; 
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such that for each prime ideal q of Z;,_,, there exists one and only one prime ideal of Za 
which lies over 4. 

The existence of Z, can be proved inductively, together with the following properties: 
For each prime ideal pZ of Zo, there exists one and only one prime ideal, say p of <; 
and (i) if p2=p<%> with j<i, then (Z;)p is not a valuation ring and »p is generated 
by p; and V p§; (ii) if PX PjXo for any j-~<z, then p is generated by p. 

Let A be the union of all the <,. Then: 

(i) For any non-zero element a of A, there exist only a finite number of prime 
ideals containing a. (For a is in some <;j.) 

(ii) If p is a prime ideal of A, then A, is Noetherian. 

(iii) A, is not normal if and only if p contains some of the #;. 

The properties (i) and (ii) implies that A is Noetherian, hence property (ili) shows 
that the singular locus of $(A) is not closed. 


Harvard University and Kyoto University 
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INTRODUCTION 


Un espace projectif défini sur un corps commutatif KX, et que, pour fixer les aes, 
nous supposerons tridimensionnel, est toujours isomorphe a son dual ; on Peer i 
ce « principe de dualité » en disant que les points et les plans de l’espace jouent un réle 
symétrique vis-a-vis de la relation usuelle d’incidence. Plus précisément, dans cet espace 
existent des polarités, transformations involutives permutant les points et les plans et 
respectant l’incidence. L’ensemble des points autoconjugués d’une polarité, C esteaqdine des 
points qui appartiennent au plan qui leur correspond, est soit l’ensemble vide, soit 
Vespace tout entier (polarité « nulle »), soit une quadrique ordinaire ou hermitienne. 
Une polarité induit une permutation involutive sur l'ensemble des droites de l’espace ; 
on peut donc parler de ses droites fixes, qui sont contenues dans l’ensemble des points — 
autoconjugués (et qui sont d’ailleurs les seules droites contenues dans cet ensemble, 
sauf dans le cas des polarités nulles). 

Une situation analogue se présente sur les hyperquadriques de dimension 6, non 
dégénérées et non défectives (+), d’indice maximum, ou régne un principe de trialité ([5], [7]). 
Ici, trois types d’étres, les points et deux espéces de variétés linéaires 4 3 dimensions, 
jouent un réle symétrique vis-a-vis d’une relation d’incidence naturelle (cf. les n° 1. 3 
et 3. 1), et il existe des transformations cycliques de période 3 qui les permutent circulai- 
rement et qui respectent l’incidence. Pour ces transformations, auxquelles nous donnons 
le nom de ¢rialités, peuvent aussi étre définis des points autoconjugués et des droites 
fixes. Le présent travail a pour objet l’étude des trialités, et plus particuliérement de celles 
qui possédent des points autoconjugués. 

Aprés un chapitre préliminaire, nous examinons, au chapitre II, quelques propriétés 
générales des trialités, propriétés concernant notamment les points autoconjugués et les 
droites fixes. Cela nous conduit 4 une classification projective compléte des trialités 
possédant des points autoconjugués ; elles sont essentiellement de deux types, notés I, 
et II, les trialités de type II étant toutes projectivement équivalentes entre elles (pour 
un corps A donné) tandis que les trialités de type I, sont en correspondance biunivoque 
avec les automorphismes o de K tels que of =l’identité (en abrégé : id.). Poursuivant 
le paralléle établi plus haut entre polarités et trialités, on peut assez naturellement faire 


(*) Précision nécessaire seulement lorsque K est un corps de caractéristique 2. Pour les définitions, cf. par 
exemple [7] ou [12]. : 
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correspondre aux types lig, I, (o54 id.) et I, respectivement les polarités nulles, les 
polarités hermitiennes et les polarités « ordinaires ». 

Une étude particulitre de chacun des deux types de trialités fait objet des 
chapitres III et ITV. Au chapitre III, nous nous attachons principalement 4 déterminer 
la structure du groupe G des projectivités qui conservent une trialité de type Ig. Il 
se trouve (théoréme 7. 2. 1) que le dérivé de G est toujours un groupe simple. La démons- 
tration que nous donnons de cette propriété est générale, et ne fait pas apparaitre de 
différence entre divers cas (exception faite, dans une certaine mesure, pour le cas du 
corps A’= fF, de deux éléments). Il y a lieu cependant de noter la différence fondamentale 
existant entre les cas c=id. et o-4id. au point de vue de la théorie des groupes 
algébriques ([6], [16]) : lorsque c=id., G est un groupe de type G, sur K, a savoir la 
forme « normale » de ce type, c’est-a-dire celle définie par C. Chevalley dans [8], tandis 
que quand oc+id., G est une forme non normale de type D, sur le corps L des éléments 
fixes de o (1). Ces nouvelles formes de D,, qui n’ont pas d’équivalent dans le cas classique 
du corps des complexes, ont été rencontrées indépendamment par D. Hertzig (non 
publié) et par R. Steinberg [17] (?) ; d’autre part, il est vraisemblable qu’elles sont en 
étroite relation avec certaines algébres de Lie de type D, étudiées par C. Carroll (°). 
Le cas ol oid. et ok A=F, est un corps fini présente un intérét particulier, les 
groupes G qui y correspondent constituant une nouvelle classe de groupes finis simples ; 
selon un résultat de D. Hertzig, ces groupes sont, avec les groupes classiques, les groupes 
exceptionnels de Chevalley et les groupes (formes non normales) de type E, définis 
dans [18] (*), les seuls groupes finis simples qu’on peut obtenir 4 partir de groupes 
algébriques simples par les procédés usuels. 

Le chapitre IV est consacré aux trialités de type II. Celles-ci ne présentent pas 
le méme intérét que les trialités de type I, du moins en ce qui concerne les groupes 
qu’elles déterminent. En un certain sens, leur étude se trouve ramenée 4 un probléme de 
géométrie projective plane (cf. les théorémes 9. 1. 2 et g. 2.1), sauf dans le cas de la 
caractéristique 3 qui apparait, pour ainsi dire, comme un cas de dégénérescence. 

L’espace constitué par l’ensemble des points autoconjugués et des droites fixes 
d’une trialité, considérés intrinstquement, c’est-a-dire abstraction faite de Vhyper- 
quadrique de départ et de la trialité en question, jouit de propriétés d’incidence remar- 
quables (n° 4. 3. 1 et 4.3.2). Dans un appendice, nous considérons la classe d’espaces 
plus généraux, que nous appelons hexagones généralisés (cas particuliers de polygones 
généralisés) obtenus en prenant ces propriétés pour axiomes, et nous en indiquons, sans 


(2) Cela signifie que le groupe déduit de G par extension du corps de base L a un surcorps (cf. [6], p. 105) 
—en occurrence K — est le groupe (normal) de type D,, c’est-a-dire la composante de l’élément neutre du groupe 
des projectivités d’une hyperquadrique de dimension 6 (sur KX). 

(2) Il est hors de doute que les groupes considérés par R. Steinberg sont les mémes que ceux dont il est question 
ici (la coincidence des ordres nous parait, a elle seule, un indice presque concluant), bien que les bréves indications 
données dans [17] ne nous permettent pas de l’affirmer en toute rigueur. 

(3) D’aprés une communication de N. Jacobson. 


(4) Certainement identiques 4 ceux dout il est question dans [17]. 
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démonstration, quelques propriétés qui éclairent, en les situant dans un cadre plus général, 
certains résultats des paragraphes précédents, notamment ceux concernant les liens entre 
trialités de type II et géométrie projective plane. : 

’ Des conversations avec MM. D. Hertzig, N. Jacobson et J.-P. Serre ont souligné 
pour moi Vintérét que pouvaient présenter certaines des idées développées dans ce 
travail (1). M. J. Dieudonné a bien voulu lire mon manuscrit qui, dans sa forme présente, 
est redevable de ses nombreuses et utiles suggestions. I] m’est agréable de leur en exprimer 
a tous mes sincéres remerciements. 


(?) Les principaux résultats exposés ici, et notamment le théoréme 7. 2. 1, ont été obtenus lors d’un bref séjour 
a Paris en février 1955. 
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CHAPITRE PREMIER 


PRELIMINAIRES, RAPPELS 


§ 1. Notations, terminologie. 


Fa}. Les indices latins varieront toujours de 0 a 2 et les indices grecs de 0 A 3, 
sauf mention explicite du contraire. Un indice placé entre crochets devra étre réduit 
mod. 3 ; on aura, par exemple 


X[3] = Xo ; xy (1) — (2) 


Etant donné un systéme de coordonnées dans un espace projectif, le point fondamental 
correspondant 4 une coordonnée, soit x,, 9;, ..., c’est-a-dire le point ot toutes les coor- 
données s’annulent a l’exception de celle-la, sera désigné par la capitale correspondante, 
X,, Y;, ... Le transformé d’un point ou d’un ensemble a par une application f sera 
noté (a)f, af ou a. L’expression : « variété linéaire 4 7 dimensions» sera abrégée en « V,». 


1.2. Espaces projectifs (+). 

Tous les espaces projectifs considérés seront des espaces définis sur un corps 
commutatif A. 

Une application biunivoque d’un espace projectif sur un autre, éventuellement 
confondu avec le premier, est une collinéation si elle applique toute droite sur une droite. 
hy t,, -- 1 X,) Cl Y—(%%1> ---> ¥,) etant des systemes de coordonnées projectits 
dans les espaces en question, l’équation générale d’une collinéation, pour n > 2, est 


(i: 2. 2) Y=x°.a 

ou a est une matrice 4 (n+1) X (n+1) éléments, déterminée 4 un facteur constant 
prés, et ol o est un automorphisme du corps KX. Ondit que la collinéation (1. 2.1) appartient 
a Pautomorphisme o et on appelle collinéation linéaire ou projectivité une collinéation 
appartenant a l’identité. Une réciprocité (une réciprocité linéaire) est une collinéation (une 


collinéation linéaire) d’un espace sur son dual. 
Soient P un espace projectif et @ une collinéation de P sur lui-méme, d’équation 


x’ = X°.a. 
© est conservée par (i.e. permute avec) la projectivité 


x’=x.b 


(2) Il y a lieu de noter quelques différences entre la terminologie, assez classique, adoptée ici, et celle de 
J. Dieudonné [12], notamment en ce qui concerne lemploi des termes « projectivité » et « collinéation ». 


4] 


r {, SFUTsS 


si 


(1.2.2) (be) “ta. b=k.a 


ot ke K. On désignera par (9)M le groupe multiplicatif des éléments ‘EK tels quil 
existe une matrice b satisfaisant a (1. 2. 2), par (p)A le groupe des éléments beEK tels 
qu’il existe une matrice b de déterminant |b|=4 vérifiant (1.2.2) avec ess et 
enfin par (»)H V’homomorphisme (9)H : (p)M—>&*/(9)A (A* = groupe multiplicatif 
des éléments non nuls de K) défini comme suit : image de KEK par (9) est la classe 
mod.(9)A du déterminant |b| d’une matrice quelconque vérifiant (1.2.2). On 
voit sans peine que (9)M, ()A et (~)H ne dépendent que de ¢ et non du systéme de 
coordonnées choisi, ni du facteur arbitraire qui intervient dans la matrice a. On notera 
aussi que les éléments de (~)A sont tous des éléments fixes de o. 

Une projectivité d’un espace projectif P a n dimensions sur lui-méme est dite 
biaxiale si elle conserve tous les points de deux variétés linéaires v et vo’ de dimensions r 
et r’=n—r—1, ainsi que tous les hyperplans contenant v ou v'. v et v’ sont appelés 
les axes de la projectivité. Celle-ci est dite spéciale si un des axes est contenu dans l’autre. 
Une projectivité biaxiale non spéciale a pour équations, dans un systeme de coordon- 
nées (Xp, 1, ---, *X,) convenablement choisi 


\ x=; (t= 0; Say 7} 
(x= aac (20 ae) 


a est appelé Vznvariant de la projectivité biaxiale en question. Une homologie est une 
projectivité biaxiale dont les axes sont un point (centre de Vhomologie) et un hyperplan 
(axe de l’homologie). 


Tt. Deux variétés linéaires d’un espace projectif sont généralement dites incidentes 
si une d’elles contient l’autre. Lorsqu’on étudie la géométrie intrinséque d’une hyper- 
quadrique Q de dimension paire 2n, il y a quelquefois intérét A étendre cette définition 
en considérant aussi comme incidentes deux V,, appartenant a Q et se coupant suivant 
une V,_4 ; c est ce qu’on fera ici. 

L’attention étant toujours portée sur une hyperquadrique Q, on dira que deux 
points sont alignés (sous-entendu :« sur Q »), que trois points sont coplanaires, etc., 


si la droite déterminée par les deux points, le plan déterminé par les trois points, etc., 
appartiennent 4 Q. 


§ 2. Collinéations de période 3 dans les plans projectifs. 


2.1. Collinéations a points fixes. 


Soient II un plan projectif défini sur un corps K, » une collinéation de période 3 


(9? =Videntité) de II appartenant a Yautomorphisme co de K (o% —Videntité), et LZ le 
corps des éléments fixes de o. | 
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Supposons tout d’abord qu’il existe un point p tel que p, pp et po? ne soient pas 


alignés et prenons ces trois points comme points fondamentaux YX, d’un systéme de 
coordonnées x; Les équations de  s’écrivent 


(a. 7, 1) j= fh 4) 
Si p posséde un point fixe, on peut le choisir comme point unité (point de coordon- 
nées 1, 1, 1) du systéme de coordonnées et il vient alors dy = 4,=4,. Supposons en 
outre que o différe de VPidentité, et soit k un élément de XK tel que k, k°, k* forment 
une base normale de K sur L (cf. [2], pp. 157 & 159). Alors (loc. cit., prop. 13), la 
matrice 

kK” kok 

fO ORT KS 

Ra Kat 


est inversible et la projectivité de II qu’elle définit transforme o en la collinéation 
d’équations 
x, =x 

Considérons a présent le cas ot f, poe et po? sont alignés quel que soit . Alors, 
par tout point # non invariant par 9 passe une droite invariante (p)d, 4 savoir, la droite 
joignant p et po. Si toutes les droites ainsi définies concourent en un méme point, toute 
droite passant par ce point est invariante, et » est une homologie qui est spéciale ou non 
selon que X est ou non de caractéristique 3 (en effet, selon le cas, le groupe multiplicatif, 
respectivement le groupe additif, de K ne peut contenir aucun élément d’ordre 3). 
Supposons enfin qu’il existe trois points non invariants, p; (i =0, 1, 2), tels que les 
droites d;=(p,)d ne soient pas concourantes ; nous allons voir que cette hypothése 
implique une contradiction. Les points gg=d,Nd:, %=d,Nd et gz=d,Nd sont 
invariants par 9. Soit 7; un point quelconque de la droite p,g;, distinct de p; et g; La 
droite (r,)d ne peut passer par g,, sinon elle serait confondue avec pg; et p;= pig; (7%) 4 
serait un point fixe de 9. (7,)d coupe donc l’une au moins des deux droites d; (72) en 
un point distinct de go, g, et 2. Ceci étant vrai pour tout 7, deux au moins des droites d; 
contiennent au moins un point fixe de » distinct des g;; soient, pour fixer les idées, 
59d, et s,Ed, de tels points. Introduisons 4 présent un systtéme de coordonnées x, 
ayant pour points fondamentaux 4;=4;,, et pour point unité le point d’intersection des 
droites go5) et 9,5,;. Ces quatre points étant invariants par la collinéation 9, celle-ci 
aura pour équation 


Mais alors, si & est un élément de K choisi comme plus haut, et si p désigne le point de 
coordonnées (k, k°, k%), p, pp et pe? ne sont pas alignés, contrairement 4 ’hypothése 
faite au départ. 
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De ces remarques, il résulte que 


ERG: Toute collinéation de période 3 de Il, possédant au moins un point fixe, est projecti- 
vement équivalente a une et une seule des collinéations suivantes : 
(Ic) xj = XP 
(IT) X= Xa] 
(III,) Se 3=0, 
X= Xo TX 
wy =X 
Xo = Xq 


(III+) Si 3540 et si les trots racines cubiques de Puntté, 1, €, &* appartiennent a K, 


Ve wetted 
NX = E~ Xo 
Xi 
Ho =X 


On vérifie immédiatement que 
Boies: Les points fixes de (1) forment un plan projectif sur le corps des éléments fixes de o, 
(II) a trois points fixes (non alignés) si 340 et e&K, et un seul dans les autres cas, (I1Iy) a 
une droite de points fixes, et enfin, (III+) a une droite de points fixes et un pownt fixe extérieur a 
celle-ct. 
aleAs Si @ représente une collinéation de période 3 de I possédant au moins un point fixe, 
(o)A est le groupe de tous les éléments non nuls de K qui sont fixes pour l automorphisme o de K 
auquel appartient 9. 


2.2. Deux propositions concernant le cas général. 


Supposons a présent que ¢ n’ait pas de point fixe. On peut encore choisir le point 
de coordonnées (1, 1, 1) et normaliser les a; de facon a avoir, dans l’équation (2. 1. 1), 
@)=4,=1. En exprimant que 9? est lidentité, on voit alors que af =a,. De ceci, nous 
retiendrons en particulier que 


220s Toute collinéation @ de période 3 de Il peut, par un choix convenable du systeme de 
coordonnées X= (Xp, X1, X), etre écrite sous la forme 


x’=x°.a 


x . ‘ Te . . 
ou a est une matrice a 9 éléments, invariante pour o. On peut en outre S arranger pour que a3 =|a|.1 


(|a |= déterminant de a, 1=matrice unité), sauf si p est une homologie non spéciale (ce qui 
implique en particulier que 340 et e&K) (1). 


(+) L’exemple de la collinéation x’ =x°.a, avec 


S Bae 
a=|0 ro 
OO! 


montre que a’=|a]|.1 n’est pas une conséquence de aS =a, 


if 
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Montrons encore que 


2. 2, 2. Le groupe (~)M est le groupe de tous les éléments non nuls k de K tels que k.k°.k? =1, 
et image d’un élément k de ce groupe par Uhomomorphisme (@)H est la classe mod. (9)A de k/k®*. 

En égalant les normes: (+) = #5". *°.% des deux membres de la relation re ei 
on voit que tout élément k de (¢)M_-vérifie la relation k.k.ko* = 1. Réciproquement, 
soit k = K un élément non nul remplissant cette condition, et supposons qu’on ait 


La matrice 


de déterminant |b|=k/k°, vérifie alors la relation (1. 2. 2). 


§ 3. Principe de trialité (1). 
3. 1. Description géométrique. 


Soient KX un corps commutatif, P) un espace projectif 4 7 dimensions sur K, x), 
y®) un systéme de coordonnées projectives dans P, et Q!) Phyperquadrique d’équation 


0) (0 
be! yo! ==0 


Les V, appartenant 4 Q() peuvent étre réparties en deux familles, deux V; appar- 
tenant 4 la méme famille si, et seulement si, leur intersection a une dimension (projective) 
impaire, c’est-a-dire, est une V3, une droite, ou l’ensemble vide. Nous appellerons acd 


va 


les V,; appartenant a la méme famille que la V, d’équations x?) =o, et VY) les autres. 
La variété des V{ (i=1,2) de Q! est une hyperquadrique Q", projectivement 
isomorphe 4 Q°). Une Vz de Q) représente soit l'ensemble des V}) de Q) contenant 
un point donné, soit l'ensemble des V? incidentes & une Vj?) donnée ; suivant le cas, 
on dira qu’il s’agit d’une V ou d’une V®), et on définira de méme les V) et les VY 
de Q). A ensemble des points d’une droite de Q correspond lensemble des yo 
de Q) (¢=1,2) contenant une droite. On donnera le nom de T-correspondance a la 
correspondance 
| points de QH<>+V de QU+.<+VP de QU-D 
Bt) droites de Q'%<+droites de Q!<-droites de Q() 


ainsi établie, qui respecte la relation d’incidence, et par rapport a laquelle les trois 


hyperquadriques Q jouent des réles symétriques. 
Dans la suite, des éléments se correspondant dans (3. 1. 1) seront le plus souvent 
identifiés, ce qui donnera un sens 4 des expressions telles que : « l’incidence d’un point 


(*) Cf. [5], [7]. 
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de Q® et d’un point de Q! ». Ilya lieu de préciser, toutefois, pour éviter une ambiguité, 
que si des symboles f, g, ..., représentant des points, droites ou V; de certaines des QW), 
interviennent dans des expressions telles que Ng, PE, etc., ils doivent alors étre inter- 
prétés comme ensembles de points de Q\) ; si, par exemple, p et g sont des points de Q(), 
png désigne Vintersection des V,') de Q qu’ils représentent, c’est-a-dire l’ensemble 


des points de Q) incidents simultanément a p et 4 4. 


3.2. La forme trilinéaire fondamentale. 


Soit Pt espace projectifa 7 dimensions contenant Q”. Ilexiste une forme trilinéaire 
T(p, pr, p@) (=P) 


jouissant de la propriété suivante : la forme linéaire obtenue a partir de T en fixant deux 
des points p”) s’annule identiquement si, et seulement si, les deux points choisis appar- 
tiennent aux Q“) correspondantes, et sont incidents entre eux. Cette propriété définit T 
(a un facteur prés). Réciproquement, la donnée de TJ caractérise les hyperquadriques Q) 
et la T-correspondance (3. I. I). 

Les systémes de coordonnées «", y) utilisés dans les P“ seront toujours supposés 
tels que les Q® aient pour équations 


tq Ja) = 0 
et que (1) 
T= | x; + | 9,69 |— xg) 5 a . Xq{2)— yq(0) 3) ae + 
(3. 2. 1) LE (xg y F+W x42) 4 QO) x +ID, y +2) ) 


ad 

ou. |x!"| ([9{|) représente le déterminant des x) (des »). Le systéme de coor- 
données x), ) peut étre choisi arbitrairement (& condition que Q ait la bonne 
équation) et les deux autres sont alors parfaitement déterminés par la condition précédente. 

On notera encore deux conséquences des conventions précédentes. 
3.2.2. Les points X, Y}), X}) et Y°) correspondent respectivement aux V, de Q0 
d’équations xi) =o, 90) =0, J =x =0 et x = 7 —o, 

Traitons, a titre d’exemple, le cas du point X,. En posant dans (oarousr) 
xf} = 9,1) =o, il vient, 

T = x50), (xg) x92) + S40), 9,20). 
v 


expression identiquement nulle en les xg), yy?) si x40) =o. 


(*) Cf. [5], p. 51. Le passage des notations de E. Cartan aux nétres peut €tre réalisé par les formules suivantes : 


era) Eo =x, (1) a 
x2 — x, (0) Bi = ‘ao 2 = Ey ") 
ene) bie = x9(2) ee 
a SS Di 14 =o it a = xg(2) 

Py i: im boa =), an = —x,(?) 
a! a faa =Jal) s14 = —%,") 
a ae Eo = —x,(2) a= —%,2) 
x = yg) Eresa = g(t) E103 = —yg(®) 


46 


SUR LA TRIALITE ET CERTAINS GROUPES QUI S’EN DEDUISENT 23 


373. 3- Le point p' de coordonnées x{%), x4) = y, = 0, et le point p de coordonnées 
x0), xg) = (1) = 0 sont incidents si, et seulement st, les x et les x{4) sont proportionnels. 


En effet, T(p), p%, p)) =| x) | est identiquement nul en les x2) si, et seulement 
si, la condition énoncée est remplie. 


3.3. T-collinéations, trialités. 


On appellera T-collinéation ou collinéation du triple (P, P™, P®)), un ensemble 
p= (9, o, p®)) de trois collinéations des espaces P® sur ces mémes espaces, pris éven- 
tuellement dans un ordre différent, appliquantles Q® surles Q®, et respectant l’incidence. 
On dira que 9 appartient a un automorphisme o de K (resp. est linéaire) s’il en est ainsi de 
chacune des 9, auquel cas 9 transforme T en T° (resp. conserve 7). Enfin, on réservera 
le nom de T-projectivités — ou simplement de projectivités — aux T-collinéations linéaires 
conservant chaque P"), et celui de frialités aux T-collinéations cycliques de période 3, 
permutant circulairement P, P® et P®), dans lordre indiqué. 

Toute collinéation @) de P® sur Pi) (i'=oui) appliquant Q® sur Q@) s°étend en 
une I-collinéation bien déterminée. En effet, soit (i, j, k) une permutation de (1, 2, 3), et 
disons que les V,') et les V,'*) de Q®) sont appliquées par » respectivement sur les V,") 
et les V,*) de Q). o induit une application de l’ensemble des V;) de Q®) sur ensemble 
des V,"") de Q), donc une application de Q“) sur Q“), qui transforme toute V, de Q” 
en une JV, ) de Q%) et qui s’étend par conséquent, d’aprés un théoréme bien connu 
de W. L. Chow [9], en une collinéation (unique) 9) : Pi) > Pi), De méme, 9 induit 
une application de Q™ sur Q') qui s’étend en une collinéation 9) : PHP), 
o = (9, ol), p)) est alors la T-collinéation en question. 

Des systémes de coordonnées x;"), y,“) étant choisis dans les P, soit @ une 
T-collinéation conservant les six points X,), Y,“. Il résulte de la proposition 3. 2. 2 que 
opére séparément sur les quatre groupes de variables x,), x,(), 9, 3°. La méme 
conclusion est évidemment valable lorsqu’on remplace l’indice supérieur (0) par un 
autre. En exprimant alors que ¢ transforme T en T°, on voit que ces équations doivent 
avoir la forme 


x (0) — x00 q x/t) = xille 7 e!(2) a gel) 2 
a 
a hy )o x! (1) = xis x! (2) — marie 
aa™ 
(3- 3: 1) y’ =ys .k.a® y) ss yitls, , y’?) yt a* 
1 (0 (0) eae 1 (2) — »,ta)0 
33) =? DA a: eT Wom) 8a 


ob xl) = (x4), x1, x), yO = (0, 1, Jo), a=(a;) est une matrice inversible a 
g éléments, a=|a| est son déterminant, a* = (a7)! k (40)EK, et o est un auto- 


morphisme de K. On représentera par 9a,1,0 la T-collinéation d’équations (3. 3. 1). 
Lorsque o est Videntité, on écrira encore a,1,6= Pa, ke 
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La trialité ty d’équations 
xO mite 1) 

(3- 3 2) y= yi 


permute cycliquement les points X, et les points Y,, Il en résulte que toute T-colli- 
néation jouissant de cette derniére propriété est de la forme 9a,4,6-T- 
Les identités suivantes seront utiles : 


(3. 3: 3) Pa,k,0° Pb,1,0 = Pa? b,1°.1,0.9 
Sit 
(Ce 3. 4) To + Pa,k,o+ To Pat, toe 
Qty, (Pa,k,0+ 7) -Pb,t= Pa',k’,a-To, AVEC 
5 es —1 
(3- 3. 5) a'=2 (bo) a baste ee 
|b] |b] 
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Cuapitre II 
PROPRIETES GENERALES ET CLASSIFICATION DES TRIALITES 


§ 4. Points, droites et plans remarquables. 


4. 1. Points autoconjugués, droites fixes, points et plans spéciaux. 


Soient Q” les hyperquadriques du § 3, et + une trialité donnée. 

p et q étant deux points quelconques de Q\), les relations peqr et qepr® sont équi- 
valentes, la seconde étant transformée de la premiére par +2 (qui respecte l’incidence). 
On dira qu’un point pe Q est autoconjugué (ac.) par rapport a + si pEpt, ou, ce qui 
revient au méme, si pE/pr. 

Puisque t+ respecte l’incidence, la transformée dt d’une droite d est contenue dans 
toutes les V, pr correspondant aux points ped; deux quelconquesdeces V, ont d’ailleurs 
d~ pour intersection. En particulier, st d est une droite fixe de +t, cest-d-dire si d=dcr, 
tout point de d est ac. 


ta eo Sorent p et p' deux points ac. distincts. St p' est contenu dans pr ou dans pv, il est 
contenu dans pr pr, et la droite d=pp' est fixe, cest-d-dire que d=ptNp't=penp'e. 

En effet, soit par exemple p’G@fr. Alors, peEp't?. D’autre part, d=pp'Chr, 
donc drcp7?. Mais dcp's, donc p’&dtCpr? et p'Eprn pr. De plus, d=/pp’ cpr, 
donc peEdz et dt+=pp' =d, c.q-f.d. 

Quel que soit pEQ), on désignera par p;w, ou simplement par pw, J inter- 
section prMpr?. Lorsque p est ac., p et ft sont incidents ; il en est donc de méme 
de pt et pz, puisque t+ préserve l’incidence, et po=ptN pa est un plan. Dans le 
cas contraire, po est un point. 

On appellera plans spéciaux les plans pw correspondant aux points p ac., et point 
spécial tout point appartenant a un plan spécial. 


ys tap Pour un point p non ac., les trois propriétés suivantes sont équivalentes : 
(i) p est spécial ; 
(ii) po est ac. ; 
(iii) p et po sont alignés. 
ato. Un point spécial non ac., p, est contenu dans un seul plan spécial, ad savoir (po) w. 
7 he ay. Si p nest pas special, (pw)w=p. En d’autres termes, w définit une involution sur 


ensemble des points non spéciaux. 
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Soit p un point spécial non ac., contenu dans le plan spécial es On a pegqr 
et peg, donc gepr* et qe&pt, par conséquent g=pa, ce qui démontre 1. 3. 4. 
et implication (i) > (i). 

Soit maintenant p quelconque, non ac. Ona poe pr et poepr, done p= (po) <2 
et pE(pw)t, par conséquent pe(pw)o, ce qui démontre 4. 1. 4 et les implications 
(ii) > (i) et (ii) — (iii). 

Supposons enfin que / soit un point non ac. aligné avec pw. pr? ne contient pas p 
(puisque celui-ci n’est pas ac.) ; par conséquent, (pw)t, qui est incidente a p et a pr’, 
contient tous les points de px” alignés avec p, et en particulier po, lequel est donc ac., 
ce qui démontre l’implication (iii) > (ii), la seule qui restait 4 établir. 


Ae Lan 5 Si p est ac., les seuls points spéciaux contenus dans pr (ou dans px*) sont ceux de pw. 

Soit ge@/pr un point spécial. Si q est ac., il appartient 2 pw en vertu deals th 
Supposons donc que q ne soit pas ac. g et pr étant incidents, il en est de méme de gt 
et pe. Dans la Vz pr?, le plan grN pa? et la droite (pg)? =pr’Ngq~’ se coupent en 
un point qui ne peut étre que gw. Il faut montrer que gw=p. Supposons qu'il en 
soit autrement. Puisque gw est un point ac. (d’aprés 4. 1. 2), ce point appartient a po 
et la droite joignant p A ge est fixe (cf. 4. 1. 1). Cette droite ne passe donc pas par gq. 
Mais alors, les V3) pr et (qw)r ont en commun les trois points non alignés p, g, gw et 
elles doivent étre confondues, ce qui est absurde puisqu’on a supposé p qo. 


Ae ds 0; Il existe des points non spéciaux et ils ne sont pas tous contenus dans un hyperplan 
de Pv), 

Supposons que tous les points non spéciaux soient contenus dans un hyperplan 7 
de P, Soit pe Q® un point extérieur 4 y. p est spécial, donc soit p soit pw est un point 
ac.; posons g=f ou fw suivant le cas. D’aprés 4. 1. 5, tous les points de la V, gt, a 
exception de ceux appartenant 4 gw, sont non spéciaux, donc contenus dans y. Par 
conséquent, grC x, ce qui est absurde puisque pe qr. 

Remarque. — On démontre de la méme facon que si le corps K est infini, )’ensemble 
des points non spéciaux est partout dense dans Q() (pour la topologie de Zariski), c’est-a- 
dire n’est contenu dans aucune sous-variété propre de Q), 


Anis 7: Les plans ~C Q contenant une droite fixe donnée d sont mis en correspondance 
biunivoque avec les couples ordonnés (q,q') de points de d, par la relation x= rf q'x?. Lorsque 
q~=4', tous les points de x, a l'exception de ceux qui appartiennent a d, sont non spéciaux. 

. Tout plan 7c Q®) est l’intersection d’une V1, soit qt, et d'une V,@)) soit gir 
Puisque d est une droite fixe, si Dd, q et q' appartiennent 4 d, et réciproquement. 
La seconde partie de la proposition est une conséquence immédiate de 4. 1. 5. 


4.2. Les plans pr, et pry ; la collinéation nce 


Soit pe Q) un point non ac. pr et po étant incidents, il en est de méme de pz? 
et (pw)z; nous désignerons par px™, — ou simplement par pr, — le plan p7?n (pw). 
De fagon analogue, nous poserons fTN (po)? = pr, (=pr,). : 
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1 a pry (resp. pra) -est aussi U ensemble des points de po (resp. pr) alignés avec p. 
En effet, puisque po=prnpr est incident simultanément A prt et a pr, la 
Vs (pw)t (resp. (pm)s?) contient p et est incidente a pc (resp. pr) 


Ae Tout point ac. contenu dans pt (resp. dans pc®) est contenu dans pr, (resp. dans pr). 
En effet, tout point ac. g contenu dans pr (dans pr?) est aligné avec p puisque p 
et q sont tous deux contenus dans gv? (dans qr). 


4. 2. 9: Toute droite fixe coplanaire avec p rencontre pr, et pro. 

Soient d la droite en question et grMq'? (q,q'Ed) le plan qu’elle détermine 
avec p (cf. 4.1.7). Puisque pegr, gepr, or p et g sont alignés, donc gepr, 
(daprés 4.2.1). De méme, q’E pry. 

Dans la suite de ce numéro, nous supposerons que p west pas spécial ; il est clair qu’on a alors 


(po )n, = prs et (pw) tT. = pr, 


de 2A La plus petite variété linéaire contenant les points p et pw et les plans pr, et pro, 
est Pespace P lui-méme. 

En effet, soit 7 la V, déterminée par p, po et pr, c’est-a-dire par pr? et (po). 
Ona 7 Q°) =p U (pw)r. La variété 1M pr est contenue dans yN QM; or, p2NptT=pw 
et (pw)tN prt est vide, car si cette derniére intersection était une droite, p et pw seraient 
alignés et serait spécial (cf. 4. 1. 2). Par conséquent, yN pt se réduit au point po et 
un simple calcul de dimension montre alors que P® est la plus petite variété linéaire 
contenant y et pr. 

+ induit une collinéation de la gerbe des droites passant par pw et contenues 
dans p< sur la gerbe des droites contenues dans (pw)t et passant par p. En faisant la 
section de ces gerbes par le plan pz,, on obtient dans celui-ci une collinéation qui sera 
+. En d’autres termes, on posera pour tout ¢© pr, 


Pp 
Gt =PT™|N (q.po)s 


ou (qg.po) désigne la droite joignant g et po. En intervertissant p et po, on définit 
de méme la collinéation »~t de pr. 

gq étant un point de pr, l'ensemble des points de pr, alignés avec g est une droite 
qu’on notera q,5. Ainsi, ,5 est une collinéation de pr, sur le dual de pr,. On représen- 
tera encore par le méme symbole ,5 la collinéation qui lui correspond, du dual de pr, 


sur px, ; celle-ci a pour inverse la collinéation 5. 


désignée par 


a ane La transformée par ~ d’une droite rencontrant pr, et pr, respectivement en des 
points q et 1, est la droite joignant les points qyt et Tpet- 

Soient d la droite en question et v la V3?) contenant le plan déterminé€ par d et po. 
» est incidente A pr (puisque v et pr contiennent toutes deux les points r et pw), et 
contient la droite pw.g (droite joignant les points po et q)- Donc le point vt appartient 
a pe etala droite (pw.q)t, cest-a-dire que 77 = 9,7. Puisque v contient d, dz contient 
vt= 9,7, et aussi, par raison de symétrie, rp 7, ce qui démontre notre proposition. 
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La proposition précédente a pour conséquences immédiates les trois suivantes. 


4.256, pt est cyclique de période 3. 

RO Sg Fr Si on convient de représenter par ,t, non seulement la collinéation de pr, 
définie plus haut, mais aussi la collinéation du dual de pz, induite par celle-la, alors pt 
est la transformée de ,< par 8, 0 est-a-dire quwona: 


Or ne ne 


4. 2. 8. La transformée par > d’un point qepr, est la V, déterminée par les points p et yt, 


et par la droite (q,7),9. 
De cette derniére proposition et de 4. 2. 2, il résulte que 


Aa. GQ: Les points ac. contenus dans pr® (resp. dans pr) sont les points fixes de la colli- 
néation 7 (Tesp. pot). Si q désigne un tel point, qu est le plan déterminé par q et par la 
drotte qyO (resp. pw). 

Si la collinéation ,r a un point fixe, elle laisse aussi une droite invariante, donc pet 
a un point fixe, en vertu de 4. 2. 7. Il en résulte que, pour un point non spécial p, les 
trois propriétés suivantes sont équivalentes : 


pt renferme (au moins) un point ac. ; 
pe renferme (au moins) un point ac. ; 
yt posséde (au moins) un point fixe. 


Un point non spécial p qui jouit de ces propriétés sera dit extérieur d + (ou point extérieur 
de ~), par analogie avec la définition des points extérieurs 4 une conique, points dont la 
polaire rencontre la conique. La proposition 4. 1. 5. peut alors étre précisée comme suit : 


Ae 210, St q est un point ac., tous les points de qx (ou de qz®), al exception de ceux contenus 
dans qw, sont des points extérieurs. 


Enfin, 


Anil, St_q désigne un point fixe de yx (et donc un point ac. de +), on peut établir une corres- 
pondance biuntvoque entre Vensemble des droites passant par q et contenues dans le plan qu, et 
Pensemble des droites passant par q et contenues dans le plan pry, telle que Vaction de + sur le premier 
ensemble corresponde & Vaction de ,x sur le second. En particulier, les droites fixes de ~ qui passent 
par q sont ainsi mises en correspondance avec les droites fixes de p® qui passent par q. 

C’est une conséquence immédiate des propositions 4. 2. 7. et 4. 2.0. Si aGge 
est une droite passant par g, la droite correspondante dans bry, est (dN pre) nad. 


4. 3. Patres de points ac. Points ac. et droites fixes. 


Soient g et qg’ deux points ac. distincts donnés. L’énoncé qui suit concerne deux 
espéces de points : 


(i) Les points p non ac. tels que q&pr, et q'Epr,; 
(ii) Les points p ac. tels que pq et pq’ soient des droites fixes. 
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Remarquons d’emblée que les points de lune et l’autre espéce appartiennent a 
intersection gz q'z?. 


Ae 3s Le St g et q’ ne sont pas alignés, il existe un et un seul point d’espece (i) et il n’existe 
aucun point d’espece (ti). 

St q et q' sont alignés, qq' n’étant pas une droite fixe, il existe un et un seul point d’espéce (11) et 
ul n’en existe pas d’espece (i). 

St d=qq' est une droite fixe, les seuls points d’espéce (it) sont les points de d, ce qui signifie 
que trois droites fixes ne peuvent jamais former triangle. Tous les points d’un certain plan (le 
plan qxfq's*) contenant d, a Vexception des points de d eux-mémes, sont d’espéce (1). Un quel- 
conque de ces points, soit p, peut étre caractérisé par la donnée des droites e=pr,Nq'w et 
e’=pr,Nqw, droites soumises aux seules conditions d’étre distinctes de d, d’étre contenues 
respecttvement dans q'w et qu, et de passer respectivement par q et q’. 

Les points d’espece (1) ne sont jamais spéciaux. 


Démonstration. — Supposons tout d’abord que Vintersection grf q's? soit réduite 
aun point, soit p. Puisque pegqr et pegq's, ona aussi gepr et g’E/r. Si p est ac., 
pq et pq' sont des droites fixes (cf. 4. 1.1), donc p est d’espéce (ii), g et g’ sont alignés, 
puisque tous deux contenus dans pw (loc. cit.), et qq’ n’est pas une droite fixe puisque 
gtNq'~ est réduite 4 un point. Si p n’est pas ac., gepr, et g’'EGpr, (cf. 4. 2. 2) 
donc fp est d’espéce (1) ; p n’est pas spécial, sinon il serait contenu simultanément dans gw 
et g'w (cf. 4. 1. 5) ce qui est absurde (cf. 4. 1. 3) ; enfin, g et g', qui sont respectivement 
points fixes de pt et p~t, ne peuvent étre alignés, sinon qq’ serait une droite fixe (cf. 4. 2. 5) 
et qztNq'e serait un plan. 

Supposons a présent que gtfM q's? soit un plan 7x, c’est-a-dire que gr et q's? 
soient incidentes. Alors, g et q’t sont incidents et d=gq' est une droite fixe (cf. 4. 1. 1). 
Tout point de d est d’espéce (ii). Soit x un point n’appartenant pas a d. p n’est pas 
spécial (cf. 4. 1. 7). Puisque pegr et pegq's?, qepr? et q’Epr, donc (d’aprés 4. 2. 2), 
qepr, et g’'Epre, et p est d’espéce (i). La droite pg’ est incidente a p, a g’ et a g'2, 
donc la droite e= (pq')< est incidente & pr, qg’c* et q't ; en particulier, elle est contenue 
dans qg'w. De plus, puisque p et ¢ sont tous deux contenus dans qt’, tous les points de e 
sont alignés avec p, et ¢ est contenu dans pr, (cf. 4. 2. 1). Il en résulte que e=q'oN pry. 
On montre de méme que e’= (pg)t= oN pr. Le point f, intersection de pg et pq’, 
est évidemment caractérisé par la donnée des droites ¢ et e’. Réciproquement, si ¢ et e¢’ 
désignent deux droites distinctes de d, contenues respectivement dans g'o et gw et 
passant respectivement par q et q’, les droites er et e’t? sont contenues dans x et passent 
respectivement par q’ et q ; elles se coupent donc en un point f de zm, etona e=q'wN pry, 
et e’ =qw fpr. La proposition est ainsi démontrée. 


a. De Soient q un point ac. et d une drotte fixe ne passant pas par q. St g et d sont coplanatres 
(sur QO); of. n° 1.3), il existe un et un seul point q'Ed tel que la droite qq' soit fixe. Sinon, 
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il existe un point q’ Ed et un point q', bien déterminés eux ausst, tels que les deux drottes qq' et q'q’ 
sotent fixes. 

Supposons d’abord que d et g soient coplanaires, et soit v la V,') contenant le plan 
qwils déterminent. Le point g’=v7? appartient a d (puisque d est Exe}, et gq’ est fixe 
puisque v=q't contient g (cf. 4. 1. 1). L’unicité résulte de la proposition 4. 3. I. 

Si d et g ne sont pas coplanaires, ’hyperplan tangent 4 Q' en g coupe d en un 
point g’, seul point de d aligné avec g. qq’ ne peut étre une droite fixe, som ad eq; 
appartenant au plan g’a, seraient coplanaires. D’aprés 4. 3. 1, il existe donc un pome ac. q', 
et un seul, tel que gq’ et q'g’ soient des droites fixes. Réciproquement, si les droites qq’ 
et q'g’ sont fixes, g et g” appartiennent 4 q’w, et sont donc alignés, ce qui démontre 
Punicité de q' et q’. 

AL Bs. Si une trialité posséde une droite fixe, tl passe au moins une telle droite par tout point ac. 

C’est une conséquence immeédiate de la proposition précédente. 


§ 5. Equations. Classifications. 


Brits Systemes de coordonnées assoctés a une patre (trialité «, point non spécial p). Classi- 
fication des paires (7, p). 

Soient 7 une trialité donnée et € Q un point non spécial (par rapport A 7). 
On appellera systéme de coordonnées associé a la paire (x, p), tout systeme de coordonnées 
Xa, Jo (cf le n° 3.2) tel que X89 =p, Y= po, XMeEpr, et YOEpn,; Vexis- 
tence de tels systémes est assurée par la proposition 4. 2. 4. Il résulte des conditions 
imposées aux points fondamentaux X,' et Y,, que les points X,®, Y,(0), X,2), V4) 
représentent respectivement les V3 pt, (pw), pr®, (pw)7?, c’est-a-dire que t permute 
cycliquement les X," et les Y, ; on a donc (cf. le n° 3. 3), 


T= Pa,k,o- To 
ou 7 est la trialité d’équations (3. 3. 2). En outre, il résulte des propositions 4. 2. 8 et 3.2.3 
que la collinéation ,7 a pour équations 

x (0) — x96 .a 


Réciproquement, cherchons a quelles conditions doivent satisfaire a, k et o pour 


que la T-collinéation t= ,4,¢-t) soit une trialité. Des identités (243) 9) erlieaaens 
on tire : 


3 
(Pa,z,0-T0) = Pa,ko+ Pak k ePa Jal » T° = Pa',k',o! 


lal’[al’ i mo 
avec 
a’=a°.a%.a. is 
jal? 
pi he -ke al 
«Bale 
cs=G 
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t est une trialité si, et seulement si, 2’= x = matrice unité, k’=1, et o/ —Videntité, 
c’est-a-dire, si 


a®.a°.a—1.lal? 


(5. I. 1) _ fd -<_ jal 
ke" ke lal 
\ o8=identité. 
Lorsque o est Pidentité, 1a premiére de ces relations s’écrit 
a’—1.|a| 
d’ou il résulte (cf. 2.2.1) que ,7 ne peut étre une homologie non spéciale (c’est-a-dire, 
ne peut étre une homologie si A’ n’est pas un corps de caractéristique 3). Réciproquement, 
nous avons vu (cf. 2. 2. 1) que toute collinéation de période 3 dans le plan est projec- 
tivement €quivalente a une collinéation de la forme x’/=x°.a, avec a=a® et a?=1.|al; 
mais lorsque a satisfait 4 ces conditions, les deux premiéres relations (5. 1.1) se réduisent 
a k=k®, c’est-a-dire que t= a,4,5-7) est une trialité dés que k est un élément fixe de o. 
En particulier, on voit que 


eels La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une trialité ~ et un point p non 
spécial (par rapport a ~) tels que la collinéation + soit projectivement équivalente a une collinéation 
de période 3 donnée, est que cette derniere ne soit pas une homologie non spéciale. 


Considérons a présent deux paires (t,p) et (t’, p’) formées chacune d’une trialité et 

d’un point non spécial par rapport & celle-ci, supposons que les collinéations ,+ et 7’ 
soient projectivement équivalentes, et cherchons a quelles conditions il en est de méme 
de (t,f) et (z',p’). En transformant (t’,p’) par une projectivité convenable, on peut 
S'arranger pour que 9’, p';@, p'::T%, p'x/T%_ et »t’ Coincident respectivement avec , 
prO, Px™, Prt, et ,t. Tout systéme de coordonnées associé a (1, p) est alors associé 
aussi a (t’, p’), et on a, dans un tel systéme, 

Te Pa, k,o a7) 

T' = Qa',h',0+T0 
avec a’ proportionnel 4 a. De l’identité (3. 3. 5), il résulte qu’en transformant encore 7’ 
par une projectivité convenablement choisie de la forme 9,1, on peut faire en sorte que 


a'=a, Cest-a-dire que 


ts 


T= Pq-T 
ou on a posé Om = PA,m 
mae (ke uke .. 


, est la projectivité biaxiale d’axes pr et (pw)t, et d’invariant m. Ce dernier n’est pas 
quelconque ; en effet, il résulte des relations (5. 1. 1) que le produit 9,,.c de la projecti- 
vité @,, par une trialité + est lui-méme une trialité si, etseulement si, m° =m. Enconclusion : 
Pole a Soient +, c' deux trialités, et p, p’ = Q deux points, non spéciaux respectivement par 
rapport a ~ et '. St les collinéations .t ¢ pt’ sont projectivement équivalentes, tl existe un élément 
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non nul me K, invariant pour Vautomorphisme o de K auquel appartient +, tel que les paires (c’, p’) 
et (Q,_.t,p) soient projectivement équivalentes, yp désignant la projectivité biaxtale d’axes pr et 
(po) 7, et d’invariant m. 

Nous compléterons cette proposition en montrant que 


Ried Les notations étant celles de Vénoncé précédent, les paires (t,p) & (Pmt) sont 
projectivement équivalentes si, et seulement si, m appartient au groupe (,t)A (of. le n° 1. 2). 

La condition est suffisante car si b est une matrice de déterminant |b|=m telle 
que (b°)-!.a.b=a, la transformée de m.T=a,k.m,o-T Pal Pb,m est, en vertu de 
Videntité (3.3.5), Pak,o-T =7- 

Réciproquement, supposons que (t,p) et (_-75 p) soient projectivement équi- 
valentes. Toute projectivité transformant l’une de ces paires en l’autre conserve les 
points X, et Y, (car X,%=p, X,Y=p?—=p(¢,,.7)?, etc.), et doit donc étre de la 
forme 9, (cf. le n° 3. 3). Soit 

Op, t+ Pm- T+ Ppt = T 


ce qui peut encore s’écrire, en vertu de lidentité (3. 3. 5), 


La premiére de ces relations exprime que l’image de na dans ’homomorphisme (,7)77 


est la classe mod. (,7)A de |b]. Mais on sait (cf. 2. 2. 2) que cette image est aussi la classe 


|b] .c> 
mod. (,7)A de bl.1 


. Il en résulte que 


Py | bls: b|.jo"\* 
m= me =r |b]. oe = (,7)A, 
ce qui démontre notre proposition. 
Des propositions 5. 1. 3 et 5. 1. 4, il suit que 


Bote 5 Un systeme complet d’invariants projectifs de la paire (x, p) est constitué par un systéme 
complet d’invartants projectifs de la collinéation x, et par un élément du groupe (,c)T =K# /(,t)A 
quotient du groupe multiplicatif des éléments fixes de o par le groupe (ca: ; a 


5. 2. Classification des polarités a points autoconjugués, et des points extérieurs. 
Lorsque + est une trialité 4 points ac. et p un point extérieur, ,7 a des points fixes 
et le groupe (,7) I’ défini dans l’énoncé précédent est réduit A Télément neutre (cf. 2. 1. 4) 
ies conséquent, la classification projective des paires (t,p) du type envisagé se ane 
a la classification projective des collinéations planes cycliques de période 3 A points fixes, 
> 


qui ne sont pas des homologies spéciales. En se référant 4 la proposition 2. 1. 2, on pourra 
Eno 


pare de paires (7,p) de type Ig, II, ou III, selon le type de ,7, les paires de type III 
nexistant que quand A’ est un corps de caractéristique 3. On die i 
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a une trialité +, est de type I, (II, Hi) (par rapport 4 +) si la paire (t,p) est de 
type I, (II, III), et qu’une trialité est de type I, (II, III) si elle posséde des points exté- 
rieurs de type I, (II, III). 

Toute trialité & points ac. possédant des points extérieurs (cf. 4. 2. 10), la classi- 
fication projective de ces trialités se raméne a la détermination des équivalences projectives 
entre les types de trialités I,, II et III. Deux trialités appartenant a des automorphismes o 
distincts €tant évidemment projectivement distinctes, les seuls types 4 comparer sont 
Tia. (id. = identité), II et IH: 

Dans ce but, commengons par rechercher quel est l’ensemble des points ac. de la 
trialité t), d’équations (3. 3. 2), quiest de type Ijg. La condition pour qu’un point ge Q) 
de coordonnées x,'°), y,(°) soit ac. s’obtient, a l’aide de la forme trilinéaire T (cf. le n° 3. 2), 
en exprimant que 


(5 2. 1) T(q, 97,7) =0 
est une identité en r@P®). Soient &,'8) et 7%) les coordonnées de r. Pour alléger les 
notations, on supprimera les indices supérieurs des x, y, &, y. 
Des équations (3. 3. 2) de t) et de l’expression (3. 2.1) de 7, on déduit que 
T (4, 9%,7) = (3 +X) (Se Ja.) + (x3 +s) (EC. +9; - 5) gs Es Js. 
] 
On voit que (5. 2. 1) est une identité en r si, et seulement si, 


eee = tg =O 
a 


c’est-a-dire si g appartient 4 l’intersection de Q( et ’hyperplan d’équation x, +73 =0. 
Par conséquent 
5.2.2. L’ensemble des points ac. d’une trialité de type Ig, est Pintersection de QU) et dun 
hyperplan de P°), 

Il s’ensuit que 


m2, Bs Par rapport a une trialité de type Ij, tout point spécial est ac. et tout point non spécial 
est extérieur, de type Ia. 


En effet, soit pQ un point quelconque. La Vz pc? coupe Phyperplan dont il est 
question dans la proposition 5. 2.2 suivant un plan x dont tous les points sont ac. Si 
p est ac., x=pw (cf. 4. 1. 1), donc tout point appartenant 4 po (et par conséquent tout 
point spécial) est ac. Si p est non spécial, s=pr, (cf. 4.2.2); et_,e est, Tidentite 
(ct, t. 229). 

Il résulte de la proposition précédente qu’une trialité de type lia ne peut étre aussi 
de type II ou de type III. Il nous reste donc 4 comparer ces deux derniers types, A étant 
un corps de caractéristique 3. Considérons la trialité de type IIT, t= ¢a1.t), avec 

te 10 


(5. 2. 4) th he 
oOo! 
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, i fois, avec les mémes 
et cherchons & nouveau l’ensemble des points ac. de +. On a cette fois, 


notations que plus haut, 
T(9,97,1) = (Es + Ys) - (ee Jn) + (%3 +s) « e (%;- Nj +9; 5) =e Es —s-s + 
a 
Xo? bot? Ne T X01: (Es—73) —Eo- (o-%2 +1-%3) FM: (Xo -s—)1 2) 

On suppose que g=Q), par conséquent, le premier terme de cette expression 
s’annule identiquement. Pour que q soit ac., il faut et il suffit que T(q,9t,7r) soit nul 
quels que soient les &, et les y,,. Posons successivement 

E,= = 0, Fg: == 1 
Eg =F, = b= Na = 0, Sg = 1 
Ea =No = M1 = Ns = Ne=! 


il vient 
(x3 +)3)? = 
Xo + Ie. (%3 +93) =0 
Ie + Hg. (%3 +43) = 0 
d’ot 
(5. 2. 5) 3 + J3 = Xp =) = 0 


Réciproquement, ces derniéres équations ont pour conséquence T(q,qt,7)=0. 
Par conséquent, l’ensemble des points ac. de + est ’hyperquadrique de dimension 3, 
intersection de Q\ avec la V, v d’équations (5. 2.5). Cette hyperquadrique Q nz, 
qui est définie dans v par l’équation 
a une droite double d d’équations 
(5. 2. 6) AO Jeg — Jag 3 


Le point p= X;(, qui est de type ITI, appartient 4 la V,; polaire de d par rapport 
a Q°); il en est donc de méme de tous les points extérieurs 4 + de type III, en vertu de 
Péquivalence projective des paires (z,p) de type donné. Soit p’ un point non spécial par 
rapport 4 7, et n’appartenant pas a la V; en question ; de tels points existent d’aprés 
la proposition 4.1.6. La Vz, p’s® rencontre la V,v, donc p’ est un point extérieur, 
nécessairement de type II. Par conséquent : 


5: 2 7. K étant un corps de caractéristique 3, il n’y a pas de différence projective entre les 
trialités de type II et les trialités de type III. L’ensemble des points ac. d’une trialité x de type LI est 
une hyperquadrique a 3 dimensions (intersection de Q avec une V,) possédant une droite double d. 


Un point non spécial par rapport a + est toujours extérieur, et de type III ou II selon qu’il appartient 
ou non ala V; polaire de d par rapport a Q\), 


En résumé, on a le 
THEOREME 5 2. 8. Le corps de base K étant donné, toutes les trialités é points ac. appartenant 
a un automorphisme donné o de K, de période 3 et différent de Pidentité, 
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lentes entre elles (trialités de type I). Les trialités linéaires (c est-d-dire appartenant a automorphisme 
identique) a points ac. sont de deux types, type Tia, et type II ; les trialités de type Iq, ont pour ensemble 
de points ac. une hyperquadrique & 5 dimensions, intersection de Q\) et d’un hyperplan de P). Les 
pownts extérieurs d’une trialité + a points ac. sont tous projectivement équivalents, c’est-a-dire que le 
groupe des projectivités conservant + est transitif sur V ensemble des points extérteurs, sauf si ~ est de 
type II, BK étant un corps de caractéristique 3, auquel cas les points extérieurs sont de deux espéces 


(type II et type III). Dans ce dernier cas, tout point non spécial est extérieur, et il en est de méme 
dans le cas des trialités de type Iya. 


Les divers types de trialités se distinguent encore par les propriétés de leurs droites 
fixes. 


Ba. 9. Sotent + une trialité a points ac. et q un point ac. de 7. 

St v est de type Tia, toute droite passant par q et contenue dans le plan qu est fixe. Plus 
généralement, st ~ est de type I, le nombre des droites fixes passant par q est égal au nombre d’ éléments 
de K fixes pour o augmenté d’une unité ; géométriquement, les drottes fixes passant par q peuvent 
étre mis en correspondance biunivoque naturelle avec les points d’une droite projective définie sur le 
corps des éléments fixes de o. 

Sit est de type II, K n’étant pas un corps de caractéristique 3, il passe deux droites fixes par 
tout point ac. ou t ne possede pas de droite fixe selon que K contient ou non les racines cubiques de 
Punité. 

Enfin, st 7 est de type II, K étant un corps de caractéristique 3, toute droite passant par q et 
contenue dans le plan qw est fixe, ou bien il passe une et une seule droite fixe par q, selon que q 
appartient ou non a la droite double d de l’hyperquadrique des points ac. de = (cf. 5. 2. 7). 


Cette proposition résulte de la proposition 4. 2. 11 et du fait que tout point ac. ¢ 
appartient 4 un plan fz,, ot f est non spécial (en effet, si est un point non spécial 
quelconque appartenant 4 gt, ge@fr*, donc gePfr,). Seule la démonstration de la 
derniére partie demande quelques développements. : 

Soit K un corps de caractéristique 3. Considérons la trialité de type II t= 731.7% 
définie par (5. 2. 4), et soit p un point de type III par rapport 4 +. On peut supposer, 
sans nuire a la généralité, que p= X;'. pr, et pr, sont alors respectivement les 
plans déterminés par les X/% et par les Y{. Il en résulte que d, qui est définie par les 
équations (5. 2. 6), rencontre ces deux plans, et est donc une droite fixe de + (en vertu 
de 4. 2. 9 et 4. 2. 5). D’autre part, il suit des propositions 4. 2.9 et 4.2. 11, et de la forme 
de a, quesi q est un point ac. contenu dans fr, (c’est-a-dire un point fixe de ,z) il passe 
une et une seule droite fixe de + par g, sauf si g est le point X,), c’est-a-dire le point 
de rencontre de d et px,, auquel cas toute droite passant par g et contenue dans gw est fixe. 

Considérons a présent un point ac. quelconque, g, et soit ’ un point non spécial 
contenu dans go. g&p'm,. Si ged, dcqz (puisque d est fixe) donc gr est contenue 
dans la V, polaire de d par rapport a Q0), p’ est de type III, et la proposition résulte 
des remarques faites plus haut. Lorsque ged, la proposition est une conséquence de ces 
mémes remarques si p’ est de type ITI, et une conséquence de 4. 2. 11 si p’ est de type II. 
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Cuapirre III 


GROUPES DES TRIALITES DE TYPE I 


§ 6. Définitions. Quelques sous-groupes. 


6. 1. Notations. 
On désignera par K un corps commutatif, o un automorphisme de K tel que 
o? =identité, L le corps des éléments fixes de o, K* et L* les groupes multiplicatifs de K 
et L, t une trialité de type I>sur K, Gx,5 —ousimplement G — le groupe des projectivités 
conservant t, Gi, — ou G* — le sous-groupe formé par celles de ces projectivités qui 
conservent (a un facteur carré prés) la forme quadratique définissant Vhyperquadrique Q 
ou est donnée 7, ,G (resp. ,G+) le groupe des projectivités appartenant 4 G (resp. G*) et 
conservant un point ou un ensemble de points donné e. Pour le reste, les notations utilisées 
sans explication sont celles introduites dans les chapitres précédents. 


6; 2: Systeme de coordonnées normal. Simplexe normal. 
Un systéme de coordonnées xq), yg sera dit normal (par rapport a +) si, dans ce 
systéme, 7 est la trialité 911,5.t) d’équations 
x'qli) = x_li-Is 


Wie == yt -E)}o 


Dans la suite de ce chapitre, l’indice supérieur © sera généralement omis, c’est-a-dire 
qu on écrira +P. Ox, ctc:,-au liceude. PO Osa) etc. 

On appellera simplexe normal (par rapport 4 7) le simplexe X= (X,, Y,) des points 
fondamentaux (dans P) d’un systéme de coordonnées normales. Il est clair que 


6.201; Le groupe G est transitif sur Pensemble des simplexes normaux. 


Ga2'30. Etant donné une drotte fixe d, et un point non spécial p coplanaires, il existe un simplexe 
normal tel que p= X, et d= X,Y). 


Démonstration. — Soit qr q'? le plan déterminé par d et p (cf. 4.1.7). On a 
q&pr, et q'Epr,. En vertu des propositions 4. 2. 9 et 4.2. 7, la collinéation pt, définie 
dans le plan pr,, laisse invariants le point q et la droite q',d- Soient Xjeeq',d, X=, 
X,€4',8 trois points fixes de ,r, distincts deux a deux, et %, 1, Y 2&pr les eranistnnmes 
par ,5 des droites X,X,, X,X, X,)X,. Posons encore X,=p et Y,=pho. 

Choisissons 4 présent dans P un systéme de coordonnées Xus Jos ayant pour points 


fondamentaux X,, Y,, tel que Q soit représentée par %%xq.,=0, et que 


; ; <7 ait pour 
€quation x’=x°? ( 


> s o 3 Pp 
ce quon réalise en s’arrangeant pour que le point de pr, de coor- 
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données ees soit un point-fixe de ,t). Dams ce systtme, t= ay4,5-T, OU a est une 
matrice scalaire. En reprenant, dans le cas particulier qui nous occupe, la démonstration 
des propositions (5. 1. 3) et (5. 1. 4), on voit qu’il existe une projectivité op; conservant 
les points X, et Y,, (ce qui signifie que k est une matrice diagonale) et transformant + 


en la trialité 91,1,5.7 . X= (Xz, Y%) -est donc un simplexe normal, ce qui démontre 
notre proposition. 


6. 2. 3. Etant donnés trois points ac. q, q', q’, tels que qq’ et q'q’ soient des droites fixes 
distinctes, il existe un simplexe normal tel que g= Xo, q' =, q’ = Xj. 


On choisit dans le plan gtMq'e un point non spécial p tel que pr,Nq'w soit 
la droite gg” (cf. 4. 3.1), et on reproduit alors la démonstration précédente en prenant 
pour X, le point ¢/. 

Tenant compte de 6. 2. 1, on peut encore exprimer les deux propositions précé- 
dentes en termes de transitivité du groupe G : 


B.A: Le groupe G est transitif sur Pensemble des couples (d, p) formés d’une droite fixe 
et d’un point non spécial coplanaires. Autrement dit, G est transitif sur Vensemble des triples 
(q,9', Pp) formés de deux points ac. q,q', tels que la droite qq' soit fixe, et d’un point non spécial appar- 
tenant au plan qvf\q't". En particulier, G est transitif sur Pensemble des points ac., sur [ensemble 
des drottes fixes, et sur ensemble des points extérieurs (ce qu’on savait déja : cf. 5. 2. 8). 


6. 2. 5. Le groupe G est transitif sur P ensemble des triples de points ac. (q,q', ¢’) tels que qq' 
et q'q’ sotent des drottes fixes distinctes. 


Remarque. — Les propositions 6. 2. 2 et 6. 2. 3 sont des cas particuliers de la propo- 
sition générale suivante, qui se démontre par un procédé analogue, en tenant compte des 
résultats établis au § 4 (et principalement au n° 4. 3). 


6. 2. 6. Pour que n<8 points, linéairement indépendants et représentés par n des 8 symboles Xx, 
Y,,, sotent les sommets correspondants d’un simplexe normal, il faut et il suffit quwils remplissent celles 
des conditions suivantes qui les concernent : 
X, et V3 sont extérieursad +; Y3= X30 ; 
X,; et Y; sont ac. ; 
X,EX,7, YE Xt, XE 147, YE V,7* ; 
X, et Y; ne sont pas alignés ; si iAj, X, et VY; sont alignés et la droite qu’ils déterminent est fixe ; 
les X, (et de méme les Y;) sont alignés deux a deux et les droites qu’tls déterminent ne sont pas fixes ; 
les plans X,X,Xq et YoV,V, ne sont pas spéciaux. 
Comme les propositions 6. 2. 2 et 6. 2. 3, celle-ci peut étre exprimée sous forme de 
propriétés de transitivité du groupe G. On notera, par exemple, que 
SOR aly G est transitif 


— sur les couples de points ac. non alignés, 
— sur les triples de points ac. coplanaires déterminant un plan non spécral, 
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_— sur les hexagones ayant pour cétés des drottes fixes, et dont les couples de sommets opposés sont 
non alignés. 

6. 3. Les groupes de stabilité ,G et ,G* d’un point extérieur p. 


Soient p un point extérieur et X,, Jo, un systeme de coordonnées normal tel que 
p= Xz, Les projectivités appartenant a G sont de la forme 9», (cf. le n° 5. 1). Réciproque- 
ment, en exprimant, a l’aide de Videntité (3. 3.5), que 9p; conserve t, on trouve les 


conditions 


bo =/°.b 
(One. 1) \b] =1. (12)-3 
De la premiere relation, il résulte que /° est de la forme m®°/m. Si on pose 
Ln 

(G.43.°2) | ae 
les conditions (6. 3. 1) s’écrivent 

c°=c 
(6. 3. 3) pct ghar 

lel meme 


Quel que soit m, il existe au moins une matrice e vérifiant les relations (6. 3. 3). Par 
conséquent, l’application 9 ;->/ (¢.€,G) est un homomorphisme de G, sur le groupe 
des éléments de K* dela forme k°/k. Le noyau N de cet homomorphisme se compose des 
projectivités g)1, avec |b|=1 et b°=b; il est donc isomorphe au groupe SZ3(L) (+). 
Ce dernier étant son propre dérivé (cf. [12]), NW est le dérivé (,G)’ du groupe ,G. 
En conclusion 


Grand: Le groupe dérivé (,G)' du groupe ,G se compose des projectivités @p1, ot b est une 
matrice de déterminant 1 ayant ses éléments dans L; (,G)' est donc isomorphe a SL3(L). Le 


quotient [.,=,G/(,G)' est canoniquement isomorphe au groupe des éléments de K* de la forme k®°/k, 
donc aussi au groupe quotient K*/L*. 


La projectivité ; multiplie la forme Lxy.y. par J. Donc, en supposant qu’elle 
. a 
appartienne a G, elle sera contenue dans G+ si, et seulement si, J est le carré d’un élément /’ 


de &. Mais alors, / est aussi le carré d’un élément de la forme ks/k. Un simple calcul 


montre en effet que si /=m/m*=1?, et si on pose k=1/(m.I'*), on a 1=(k°/k)?. 
Par conséquent, ; 


oS 5. Le groupe ,G* est Pimage réciproque, dans pG, du sous-groupe (1°)? de ,V', cest-a-dire 
qu il se compose des éléments de ,G dont la classe mod. ( p@)' est un carré dans ,\'. En particulier, 
pG],G* = U'[(g0)* = (K*/L*)/(K*|L* | | 


6. ay Le centre Cf pG@) du groupe ,G, qui se compose des projectivités @m.4,1, avec I = m|m*, 
m.m°.m° =1, est aussi le centralisateur de ( »@)' (et a fortiori de po’ et de,G) dans G 
Pp gP 


(?) Les notations sont celles de J. Dieudonné [12]. 
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En effet, soit ¢ un point quelconque du plan pm, = X)X,X.2, dont les coordonnées x; 
appartiennent a L (ce qui signifie que ¢ est ac.). On montre sans difficulté que les projec- 
tivités $,1€(,G)' qui conservent g n’ont sur Q aucun point fixe commun en dehors 
de q, p=X; et pwo= 13. De ces trois points, seul qg est ac. Il s’ensuit que toute projecti- 
vité ) appartenant au centralisateur de (pG@)' dans G conserve g. En faisant varier 4, 
on voit que Y conserve le plan pr,, donc aussi le point p, et induit sur pr, Videntité. 
Par conséquent, b=mn1, et | appartient a C/( 30). 


G. 3.7. St une projectivité appartenant 4 C(,G) laisse invariants tous les points d’une droite 
fixe coplanaire avec p, ce ne peut étre que V’identité. 


En effet, la droite en question rencontre les plans pr,—= X)X,X_ et pre=%VN% 
(cf. 4. 2.3). Or, examen des équations de la projectivité 9,4), déduites de (3. 3. 1), 
montre que si cette projectivité laisse invariants tous les points d’une droite rencontrant 
les plans X)X,X, et Y%Y,Y, (auquel cas elle laisse invariants tous les points de la 
Vz XX, X2%Y,7,), on doit avoir /=m?, d’ou, en tenant compte des relations !=m/m*% 
et m.m?.m? —1, l—=m=1. 


6.4. Les glissements. Le groupe G'. 


Soient d une droite de Q et v la V; polaire de d par rapport 4 Q. On appellera 
glissement d’axe d, ou d-glissement, toute projectivité biaxiale (spéciale) d’axes d et v 
conservant Q. Il est évident que 


4. 1. Toute projectivité permutable avec un glissement (distinct de Pidentité) conserve 
Paxe de celui-ci. 


6.4. 2. Si y est un d-glissement et si p est un point quelconque de P, non invariant par y (peu), 
la droite joignant p et py rencontre d. Si, en particulier, p appartient a Q, p et py sont alignés 
(sur Q). 

La premiére partie de cette proposition exprime une propriété générale des projec- 
tivités spéciales. Si pe Q, la droite e¢ joignant p et py est contenue dans Q parce qu’elle 
contient trois points de Q, p, py et dNne. 


6.4; 3. Soient d, ec Q, deux droites coplanaires (sur Q), p leur point d’intersection, et 
nC Q un plan contenant e. Tout d-glissement y conserve ~ et induit sur ™ une homologie spéciale 
d’axe e et de centre q. 


En effet, soit un point quelconque de x. Si p et d sont coplanaires, p appartient 
ala V; v, polaire de d par rapport 4 Q, et est donc invariant par y. Sinon, q est le seul 
point de d aligné avec f, et il résulte de la proposition précédente que fp, py et ¢ sont 
alignés. On voit donc que pour tout point pen, la droite pq est invariante par y. D’autre 
part, la droite ¢ appartient A v, puisqu’elle est coplanaire avec d, donc ses points sont 
fixes pour y. 


Gudea: Etant donnée une droite dc Q., la condition nécessaire et suffisante pour qu il existe 
un d-glissement permutable avec + (1.¢. appartenant a G) est que d soit une droite fixe de t, auquel 
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cas les d-glissements en question forment avec Pidentité un groupe isomorphe au giean additif de L, 
contenu dans tous les groupes (,G)' correspondant aux points extérieurs p eau avec d. Lorsque 
o=id. (K=L), tout glissement dont Vaxe est une droite fixe de ~t appartient a G. j 
Si un d-glissement y conserve t, 7 Conserve (c-1.y.7= 7), donc d est une droite 
fixerdet. 
Inversement, soient d une droite fixe de 7, y un d-glissement quelconque, p un point 
extérieur coplanaire avec d, et xq; Ja un systéme de coordonnées normal tel que d= X, Y% 
et p= X, (cf. 6. 2. 2). La V; 2, polaire de d parrapport a Q, estla V; XXX M9 Va Ns, 
La droite joignant X) et Xsy rencontre d en un point qui ne peut étre que Xj, seul point 
de d aligné avec Xp. Il enrésulte que y conserve le plan X)X,X,, et de méme, par es: 
de symétrie, le plan %)7,Y,; y est donc une projectivité de la forme 9,7. En exprimant 
que %,; conserve tous les points de v, on trouve les conditions 
L070 
b= | Om iad 
oOo! 
ja=T. 


Mais alors, y= 9»,1 appartient 4 G si, et seulement si, b est un élément de L (cf. 6. 3. 1), 
auquel cas ye (,G)’ (cf. 6. 3. 4), ce qui démontre notre proposition. 


6. 4. 5. Le groupe (,G)' est engendré par les glissements qu'il contient. 

En effet, les glissements contenus dans (,G)’ engendrent un sous-groupe invariant 
de (,G)', non contenu dans le centre (celui-ci ne renfermant aucun glissement non ~ 
trivial), donc confondu avec le groupe lui-méme (puisque (,G)'’=SL;(L)). 


6. 4. 6. d étant une droite fixe de +, la condition nécessatre et suffisante pour qu’une autre droite 
fixe soit invariante par un d-glissement est qu’elle rencontre d, auquel cas chacun de ses points est 
invariant par le glissement. Si une projectivité appartenant & G laisse fixes tous les points de toutes les 
drottes fixes rencontrant d, c’est un d-glissement. 


Si une droite fixe rencontre d en un point g, elle appartient au plan gw, donc 
aussiala V; v, polaire de d par rapport A Q, et chacun de ses points est invariant par 
tout d-glissement. Supposons qu’il existe une droite fixe e, invariante par un d-glissement y, 
et ne rencontrant pas d. En vertu de 6. 4. 2, tous les points de ¢ devraient étre fixes pour y, 
é serait contenu dans 2, et déterminerait avec d une V;\ gt ou une V;) gt; dans les 
deux cas, g devrait appartenir simultanément A d et A e, contrairement A Vhypothése. 

Considérons a présent une projectivité |) appartenant A G et laissant invariants 
tous les points de toutes les droites fixes rencontrant une droite fixe donnée d. W laisse 
alors invariants les points de tout plan xc Q contenant d (si = est spécial, ie. t= qu, 
cest évident ; sinon, cela résulte de la proposition 4. 3.1), donc aussi tous les points 
de v. En transformant ce résultat par polarité parrapport a Q, on voit encore que t) laisse 


invariants tous les hyperplans contenant d. C’est donc une projectivité biaxiale spéciale 
d’axes v et d, c.q.f.d. 
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1G. 4.7. Il existe toujours dans G un glissement non trivial laissant invariants deux points ac. 
donnés quelconques. 


Soient q et g' les deux points en question. En vertu de 4. 3. 2, on a de trois choses 
Pune : gq’ est une droite fixe, il existe un point g’ tel que gq’ et q'q¢’ soient des droites 
fixes, ou bien il existe deux points ¢” et q'’ tels que qq’, g’q'" et q''q' soient des droites 


fixes. En posant suivant le cas d=qq', q’g’ ou q’q'", on voit, d’aprés 6. 4. 6, que tout 
d-glissement conserve g et q’. 


6. 4. 8. St 9,q',4° désignent trois points ac. tels que qq' et qq’ soient des droites fixes 
distinctes, il existe dans G un glissement conservant q et amenant q' en q’. 

Soient y un d-glissement quelconque appartenant 4 G, r un point ac. invariant 
par y mais n’appartenant pas 4 d, e¢ une droite fixe passant par 7, mais ne rencontrant 
pas d — et par conséquent non invariante par y (cf. 6. 4.6) — r’r un point de e, 
et ry’ son transformé par y. Il existe (cf. 6.2.5) une projectivité appartenant 4 G et 
amenant 7, r’ et r” respectivement sur q, q' et g’. Le transformé de y par cette projectivité 
satisfait aux conditions de |’énoncé. 

On désignera par G’ le sous-groupe invariant du groupe G engendré par les 
glissements qu'il contient. En vertu des propositions 6. 4. 4 et 6.4.5, G’ est aussi engendré 
par les sous-groupes (,G)’ correspondant aux divers points extérieurs p. La notation G’ 
sera justifiée a posteriort lorsqu’on verra (cf. 7.2.2) que G’ est le groupe dérivé de G. 
Tous les glissements dont il sera question dans la suite de ce chapitre seront supposés appartenir a G. 


§ 7. Structure des groupes G et G*. 


i Sa Structure des groupes G/G' et G*/G’. 
ert. I. p désignant un point extérieur, ona G'N,G=,G*. 
Démonstration. — Lorsque o est l’identité, ona ,G=,G*=(,G)'CG’, et la proposi- 
tion est évidente. On supposera donc que o différe de Pidentité. 
Introduisons dans les P® un systéme de coordonnées non normal, xx, 9", tel que 
le point X, coincide avec p et que t= a,i,o-7 , AVEC 
f-O ON 4 
a=| 100 
010 
La permutation des coordonnées xz"), ya) définie par les cycles 
(7-922) (xg), xa, 95"), il") (sta), toa, tea”, na”) 
conserve la forme trilinéaire fondamentale JT et les équations de +; elle définit donc 
une projectivité appartenant a G. Cette projectivité, et la projectivité analogue obtenue 
en remplagant 7 par i7+1 dans les indices inférieurs de (7.1.2), engendrent un groupe 
d’ordre 8 qui permute transitivement les 8 points fondamentaux X), Y du systéme de 
coordonnées dans Pt). En bref, on peut dire que ces points jouent un rdle symétrique 
par rapport a 7. 
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. . ee Oe Le 4 
On désignera par Y%n,r,,m,r, 1a projectivite d’équations 


I 
Ae ie fees Va=Z Ia 


a 
qui n’est autre que la projectivité Py, avec 
h= 1h," 
hy 0 O 
h 1 as O hy O 
hg 
0 0 hy 


Les conditions pour que %n, appartienne 4 G se déduisent de l’identité (3.3.5) ; elles 


peuvent s’écrire 
ey Dogg hg: ® « Aegg® = hg hy. (gray?) = +1 (7) 


On démontre exactement comme au n° 6.3 qu’un élément @, de ,G appartient 

a (,G)' (resp.a ,G*t) sietseulementsi /=1 (resp. si /@ A*?). En banded une projec- 

tivité %,, satisfaisant A (7.1.3) appartient 4 (,G)' si hs= +1. Par raison de symétrie, 
elle appartient 4 (x,G)' si h;=+1. 

Soit 9, un élément quelconque de ,Gt. On a J=/?, et aussi (d’aprés la pre- 
miére des relations (6. 3. 2), qui reste valable ici) /./°./° = (/'.1'5.l'")?=1. On peut 
supposer, aprés multiplication éventuelle de /’ par —1, que /'./’°./’*=1. La 
projectivité U=%G,n,an, OU Ay=1, hy =I'%, hg=(l'"), hg=l' appartient a (x,G)’, 
donc a G'’. Or, gb.) = 0,1 (,G)’. Par conséquent, ,1= 9,1.) EG’, et, plus géné- 
ralement, ,G+CG'. Mais il est clair, d’autre part, que G'N,GC,G* (puisque G'CG*). 
Donec G'N,G=,G"*, c.q.f.d. 


Wa Ded G' est transitif sur ensemble des points ac. 

En effet, soient g et g' deux points ac. distincts. 

Si q et q’ sont alignés, la droite gq’ n’étant pas fixe, il existe un point q’ tel que les 
droites g’q et q’q' soient fixes (cf. 4. 3. 2), donc aussi un glissement amenant g en q’ 
(ch.6,-4, 8): 

Si qq’ est une droite fixe, et si rs¢g, g' et qg” désignent respectivement un point 
quelconque de cette droite et un point ac. appartenant au plan 7» mais non A la 
droite qq', q” est aligné avec gq et q', et aucune des deux droites qq” et og nest txem. 
existe donc, d’aprés ce qu’on vient de voir, un glissement amenant g en q’” et un autre 
amenant q” en q'; leur produit améne g en q’. 

Enfin, si q et q' ne sont pas alignés, et si d et q’” désignent respectivement une droite 
fixe passant par g et le point de cette droite aligné avec q', il existe, d’aprés ce 
qu’on vient de voir, un produit de deux glissements, amenant gq en q’, et un glissement 
amenant g” en q’; il existe donc un produit de trois glissements amenant g en q’. 


(*) Les hy étant donnés a un facteur 


I prés, on pe j i Paes ate 
membre de cette relation soit + 1. = I prés, peut toujours les normaliser de telle sorte que le dernier 
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Pe G’ est transitif sur-l’ensemble des couples (q, q') de points ac., tels que qq’ soit une 
drotte fixe. 

C’est une conséquence immédiate des propositions (7.1.4) et (6.4.8) et de la 
remarque suivante : Si g, g' et g” sont trois points ac. situés sur une méme droite fixe d, 
il est possible, en vertu de 6. 4. 8, d’amener q’ en q” par un produit de deux glissements 


conservant q, le premier transformant g'-en un point de gw nonsitué sur d, et le second 
transformant ce point en q’. 


7 3c 0: Sovent d une droite fixe, x un plan non spécial contenant cette droite et .G' le groupe 
des éléments de G' qui conservent x. Si K>4F, (corps de 2 éléments), le groupe induit sur = par G' 
renferme toutes les homologies spéciales d’axe d; il s’ensuit, en particulier, que ,G' est transitif sur 


Densemble des points de x n’appartenant pas a d. Si K = Fy, le groupe induit sur x par ,G' se compose 
de Pidentité et d’une seule homologie spéciale d’axe d. 


Démonstration pour KF, (pour K=F,, cf. le n° 7. 3). 

Ona xr=qtNq'~. Soit x., y, un systéme de coordonnées normal tel que g= X, 
et g'=Y,. Alors, t= X)Y,X3. Introduisons dans x le systéme de coordonnées non 
homogénes x= %/x3, y= ),/x3. La projectivité @n411 avec 14meK*? et l=m/m, 
appartient a x,G*, donc a G’ (cf. 7. 1. 1), et induit sur x la projectivité d’équations 

x'=M.Xx 
y= (mJy 

Soient & et 7 deux éléments quelconques de K, et une projectivité appartenant a G, 
conservant X, et Y,, et transformant X; en le point de x de coordonnées x = &/(m—1) 
y=n/((m")-1—1) (Vexistence d’une telle projectivité est assurée par la propo- 
sition 6. 2. 4). Un simple calcul montre que le commutateur $~*.9Tnt,1-U- mat qui 
appartient 4 ,G’, induit sur x ’homologie spéciale d’équations 


w= x+6 
R= See 
ce qui démontre notre proposition. 
Re Mee Si KF,, G' est transitif sur V ensemble des points extérieurs. St K = Fy, les orbites 


de G' dans cet ensemble sont au nombre de 2. 

Si KF, c’est une conséquence immédiate des deux propositions précédentes. 
Le cas K=F, sera envisagé au n° 7. 3. 

Les propositions 7. 1. 7, 7. 1. 1 et 6. 3. 5 entrainent le 
THEOREME 7. 1. 8. Si KF, G'=G* et le quotient, G/G' est canoniquement isomorphe 
au groupe (K*/L*)/(K*/L*)?. Si K=F,, G' est un sous-groupe d’indice 2 de G=G*. 


Wa 2a Structure du groupe G’'. 


THEOREME 7. 2. I. G' est simple. 
Démonstration pour K4 Fy. 


On désignera par H un sous-groupe invariant de G’ renfermant au moins une 
transformation  distincte de Pidentité. [1 faut montrer que it= G 
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Soit g un point ac. quelconque. II existe un glissement non trivial conservant 


et gp. Le commutateur de ¢ et de ce glissement appartient a H et conberea7 s'il est 
Videntité, ) conserve l’axe du glissement. Par conséquent, H connie au Eoin une 
transformation différente de l’identité et conservant soit un point ac. soit une droite fixe. 
On supposera que y elle-méme est dans le cas. 

Si ) conserve un point ac. g, le commutateur de » et d’un glissement quelconque 
dont l’axe passe par g conserve toutes les droites fixes passant par ; sil ce Pidentité, 
) conserve l’axe du glissement. On pourra donc, sans nuire a la généralité, supposer 
que conserve une droite fixe d. 

Envisageons successivement diverses hypotheses. 


a) | laisse invariants tous les points de d et au moins un point extérieur p, coplanaire avec d. 

) appartient alors 4 Hn,G*t, qui est un sous-groupe invariant de pot. Mais 
d’aprés la structure de ,G*+ et les propriétés connues de SL; (L) (cf. [12]), tout sous-groupe 
invariant de ,G+ contient (,G)’ ou est contenu dans le centre de ,G*, qui est lui-méme 
contenu dans C(,G) (cf. 6.3.6). Or | ne peut appartenir 4 C(,G) (cf. 6.3.7). Done H 
contient (,G)' et aussi, en vertu de 7. 1. 7, les groupes analogues correspondant aux autres 
points extérieurs. On a par conséquent H=G’, et le théoréme est démontré dans ce cas. 


b) & laisse invariants tous les points de d et il existe au moins une drotte fixe e rencontrant d 
et non invariante par v. 

Soit ~ un plan non spécial contenant d. Si’homologie ,) induite par { sur 7 n’est 
pas spéciale, elle posséde un point fixe p en dehors de d, et on se trouve dans le cas de 
Vhypothése a). Si ,) est spéciale, le commutateur de | et d’un e-glissement quelconque — 
induit Pidentité sur = (en vertu de 6. 4. 3). Ce commutateur est distinct de l’identité, 
puisque | ne conserve pas e (cf. 6. 4. 1), et on est ramené a l’hypothése a) en le substi- 
tuant a ¥. 


c) ne laisse pas invariants tous les points de d. 

Soit ¢ une droite fixe rencontrant d en un point qui n’est pas invariant pour w. Les 
droites ¢ et ef ne se rencontrent pas, en vertu de 4. 3. 1. Le commutateur de t) et d’un 
e-glissement y quelconque, qui est aussi le produit du e-glissement y-! et du (ep)-glisse- 
ment ~*.y., conserve tous les points de d mais ne laisse pas invariante la droite ¢ 
(d’aprés 6. 4. 6). On se raméne donc a l’hypothése b) en substituant ce commutateur a . 


d) & laisse invariants tous les points de d et toutes les droites Jixes rencontrant d. 

S’il existe une droite fixe rencontrant d sur laquelle | n’induise pas la transformation 
identique, on se raméne a l’hypothése c) en substituant cette droite A d. Si, par contre, 
) laisse invariants tous les points de toutes les droites fixes rencontrant d, cest un 
d-glissement (cf. 6. 4. 6), et en substituant A d Pune quelconque de ces droites, soit d’, on 
se raméne a l’hypothése b) ; en effet, une droite fixe quelconque rencontrant d’ en un 
point distinct du point d’intersection dqd’, ne peut tre invariante par ) en vertu 
de 6. 4. 6 et du fait que trois droites fixes ne peuvent former triangle (cf. 4. 3. 1). 

Le théoréme est ainsi démontré. 
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COROLLAIRE 7, 2. 2. G' est le groupe dérivé de G. 
We ae Teas K= F,. 

Lorsque K =F), o est Videntité et G est le groupe de type G, sur K, considéré par 
Dickson [11] et Chevalley [8] (cf. 8. 1. 1). On sait que ce groupe posséde un sous-groupe 
invariant simple d’indice 2, H, isomorphe 4 PU; (F, )(). Les groupes (,G)' correspon- 
dant aux divers points extérieurs  étant simples, ils sont contenus dans H qui doit donc 
coincider avec G', ce qui démontre le théoréme 7. 2. 1. 

Etant donné que (,G)'=,G, G' ne peut étre transitif sur l'ensemble des points 
extérieurs, sinon G' serait confondu avec G. La proposition 7. 1. 7 s’ensuit immédiatement. 

Il reste 4 démontrer la proposition 7. 1.6. Soient s=q7Nq'z le plan en question 
dans cette proposition, et q, g', 7” les trois points de la droite d. Toute projectivité appar- 
tenant 4 ;G’ laisse invariants ces points, et induit donc sur x soit l’identité, soit une 
homologie spéciale. Il n’est cependant pas possible que toute homologie spéciale d’axe e 
soit la restriction 4 x d’une projectivité appartenant a ,G’, car on en déduirait, comme 
dans le cas K~F,, que G’ est transitif sur l'ensemble des points extérieurs. D’autre 
part, si e est une droite fixe distincte de d et passant par q”, l’unique e-glissement non tri- 
vial induit sur x une homologie spéciale (distincte de l’identité). La proposition 7. 1. 6 
est ainsi démontrée. 

N. B. En dépit de son manque d’élégance, le recours au n° 8. 1 et aux propriétés 
connues du groupe de type G, sur K=F, asemblé préférable 4 un traitement direct qui 
aurait conduit 4 donner au cas particulier envisagé un développement sans rapport avec 
la grandeur du corps ! 


§ 8. Deux cas particuliers. 


ot: o est Pidentité. Les groupes de type Gy. 


THEOREME 8. I. I. Les groupes Gx,ia, ne sont autres que les groupes « exceptionnels » de 
type G,, de Engel-Killing-Cartan-Dickson-Chevalley (#). Dans ce cas particulier, les théo- 
rémes 7. 1. 8 et 7. 2. t redonnent le résultat connu : ces groupes sont simples sauf si K= Fy. 

Nous montrerons pour commencer (cf. 8. 1. 8) Pidentité entre les Gz,ia. et les 
groupes G, de E. Cartan [3], [4] et L. E. Dickson [xo] [11] (pour les corps #’ particuliers 
envisagés par ces auteurs). Ensuite, nous indiquerons, sans toutefois entrer dans le détail 
des calculs et des raisonnements, le lien avec la définition de C. Chevalley [8]. L’équi- 
valence des définitions de Dickson et de Chevalley a d’ailleurs été établie par R. Ree [15]. 

Soient t une trialité de type Jia, *a, Yo un systéme de coordonnées normal, et 
P'=x,-+73=0 Vhyperplan de P contenant les points ac. de + (cf. le n° 5. 2). On 
utilisera, dans cet hyperplan, le systeme de coordonnées x;, 9;, Z=%3 =—Js- L’hyper- 


(4) Cf. [11] et (pour la notation) [12]. On trouvera au § 11. 5 des indications sur une nouvelle démonstration 
de cette proposition. 

(?) Cf. [18], [14], [3], [4], [10], [11], [9]. Lorsque K est le corps des nombres réels, G est la forme réelle 
non compacte de G,, c’est-a-dire, avec la terminologie de E. Cartan, la forme de caractére § = 2. 
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quadrique Q’=QnP' a pour équation z?— &x;.);=0. A tout pons 1€ Q' est associé 
le plan goc Q’. On dira que deux points g, g’=Q’ sont conjugues Si q'Equw ; cette 
relation est réflexive et symétrique. 

Une projectivité de ’hyperquadrique Q= Q() sur elle-méme, (resp. sur Phyper- 
quadrique Q) conservant chaque famille de V, (resp. appliquant les V3 de Q sur 


i 


les V,2) de Q) est entiérement caractérisée par sa restriction 4 la section hyperplane Q’. 


Il s’ensuit que : 
le groupe G est isomorphe & sa restriction 4 P’, laquelle sera encore désignée par G ; 


la trialité + est entiérement caractérisée par sa restriction 4 Q’. 


Tenant compte du fait que la V3; gr (ge@Q’) est elle-méme déterminée par le 


plan gw, on voit donc que 


Sa ae La trialité + est entierement caractérisée par la correspondance q—>qw, ou encore par 
la relation de conjugaison dans Q'. G est le groupe de toutes les projectivités de P' conservant cette 
correspondance (cette relation). 

Soient ¢ (%j»_9;)%3=—J3=%), 7’ (#'p Je %'3 =—)'3 =%') deux points quelconques 
de P' et r (&, x) un point quelconque de P. Si on remplace dans la forme trilinéaire 
fondamentale (3. 2. 1) les xq), y), les xq’, yo'Y et les xq), y,) respectivement par les 
coordonnées de q, q’, et 7, il vient 

: DG Dyfi ie ay add aos 
ou on a posé 
BZD Gp! HE Meta ¥ Ut 2] — Met al * Teta] 
Me ZZ Net al lite] Suit al lita 
Hg=—z.z’ + Dy,.x'; 
AH, =—z.z' + 2x;.9'; 


Lorsque r appartient 4 P’, d’ot €,=—y,=C, cette expression devient 
(8. 1. 3) Xe; .€; + UA; +K<-5 
ae K=E3— Hy =X (y,.%';—%;.9';). 


Si on considére les &;, ;, € comme des indéterminées, (8. 1. 3) apparait comme un systéme 
linéaire 4 7 paramétres de formes bilinéaires antisymétriques, invariant par G. 

Old: Deux points distincts, q, q'&P' sont conjugués (ce qui implique en particulier qu’ils 
appartiennent d Q') si, et seulement si, ils annulent simultanément les formes E,, H, et X, cest-d-dire 
toutes les formes du systéme (8. 1. 3). 


Si q et q’ sont conjugués, ge@q't, donc la forme T(q, q't, rv?) — et a fortiori 


expression (8. 1. 3) — est nulle quels que soient les &, ng. Réciproquement, soient 
9, 7'&=P’ deux points, solutions du systéme d’équations 
(8. I. 5) Bye he, Gee 


En considérant ce dernier comme un systeme d’é 


quations linéaires en les x’, 9’, 2, 
et en exprimant qu’il posséde au moins 


deux solutions linéairement indépendantes 
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(q et g'), cest-a-dire que le rang de la matrice des coefficients est au plus égal a 5, on 
trouve unique condition 
1G. £46) —z2+Dx;.9,=0 
exprimant que q appartient A Q’ (ce qui est vrai aussi de q', par raison de symétrie). 
Mais un simple calcul montre qu’on a J’identité 
UE gy He = (— 27 + Bx;.y;) .(—2'* + Dx',.9",). 

Il résulte donc des relations (8:1. 5) et (8. 1.6) que E,.H,=0. Et comme, d’autre part, 
5,—H,;=<=0, on a £;=H;=0. Par conséquent I (q, q't, rv?) est nul quel que 
soit r, et ge&q't, c.q.f.d. 

Des propositions 8. 1. 2 et 8. 1. 4, il suit que 
2 oe le & G est le groupe de toutes les projectivités conservant le systéme (8.1.3), ou, ce qui revient 
au méme, le systéme linéaire engendré par les 2-formes ZA9;,+ Xtp4 4 AMirap ALAM AML al 
et Xx;Ay; En d’autres termes, G est le groupe de toutes les projectivités de P' conservant le 
systeme (8. 1. 5) ou, ce qui revient au méme, le systéme d’ équations 

ZAM: Mita A Mita] = 0 
(8. 1. 8) ) HATA Iit- al = 0 
ux; A); = 0 

C’est essentiellement la définition des groupes de type G, de E. Cartan et 
L. E. Dickson (?). 

La description des liens entre le groupe G=Gz,ia, et le groupe de type G, sur K, 
selon C. Chevalley [8], sera basée sur la considération de certains éléments particuliers de G, 
a savoir, la projectivité cyclique d’ordre 6, w, définie par la permutation de coordonnées 


(8. 1. 9) (X0, Vos X1» Jo» X91) (%39_¥3) 
la projectivité (t)a) (te KX) d’équations 
tp = Xe—t.. (%g— 3) FEI 


x= %y 
X'5 = Xo 

(8. 1. 10) lec 
Jo F6 
D'1y=Ii +t. hy 
D' 2 =Ja— tay 
D'3=J3 t+ tDo 


(1) C’est exactement, aux notations prés, la définition de E. Cartan [4, p. 297] dans le cas réel. On _notera 
par contre une petite différence avec les indications données aux pp. 146 et 147 de [3], et avec les définitions de 
L. E. Dickson [10], [11]. Dickson prend pour point de départ, non le systéme (8. 1. 8), mais le systéme de 6 équations 
(8. £9.) a; = H;=0 
dont il montre que I’équation Z = 0 est une conséquence. Son raisonnement n’est cependant pas absolument correct. 
En fait, la famille de droites définie par (8. 1. 8’) se compose des droites définies par (8. 1.8) (droites fixes de 7), 
et de toutes les droites s’appuyant sur les plans X)X,X, et 11,7, ; les deux systémes ne sont équivalents que si on 
se borne a considérer les droites appartenant 4 Q. De méme, dans [8], p. 146, les équations de la derniére ligne ne 
sont conséquences des équations (32), que par restriction au céne f= os 


(al 
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le glissement (¢)Byp=n,1, avec 
ts OO) 
(i) b=\-0 1,0 
O-t 


la projectivité (t,u)y=@r,we1 (4 uc Kk*), avec 


to oO 
ou oO 
(t, u)e= : 
Oo O oF 
et enfin les projectivités (t)a, et (t)B, (n=1, 2, «++, 5)> transformées respectives 
de (t) a» et (t)) par o”. On montre (sans grande difficulté) que 
Grtatt. Le groupe G est engendré par les projectivités (t) a, (t) Bp (t=O, FT, oeewatie 


Ge (ls, CHINE 
ieee & présent un espace vectoriel 4 8 dimensions V ayant P pour espace _ 
projectif quotient, et soit x, J, un systéme de coordonnées dans V dont Vimage dans P 
soit le systéme normal utilisé jusqu’ici. Si, dans les équations de o, (t)a,, (t)B, et (t, u)y 
déduites naturellement de (8. 1.9), (8. 1. 10) et (3. 3. 1), on considére les x,, 7, comme des 
coordonnées affines, et non plus projectives, ces équations définissent des transformations 
linéaires de V, w*, (t)a,*,(t)B,* et (t, u)y*, qui induisent respectivement sur P les 
projectivités w, (t)a,, (t), et (t,u)y. Les transformations (t)a,*, (t)B,* et (t,u)y* 
engendrent un groupe G*, et il résulte de la proposition 8. 1.11 que G est isomorphe au 
quotient de G* par son centre. 
On désignera par X,*, Y,,* la base de V associée au (i.e. duale du) systéme 
de coordonnées xy, yz, V’ Vhyperplan de V correspondant a ’hyperplan P’ de P, 
Xiy Vix Z=%3 = —3, le systeme de coordonnées dans V’ correspondant au systéme de 
coordonnées projectives utilisé précédemment dans P’, X;*, Y;*, @* = X,*—Y,* la 
base associée, W le sous-espace 4 14 dimensions de espace V'aV' défini par les 
équations (8. 1. 8), et enfin A,, B,, C,2 et C,)(n=0,1,..., 5) les éléments de W, 
transformés respectifs de 
Ay = Y{* A1Y,* + X* a Z* 
By = Xy* a Y,* 
oo = A* AY * + X4* A V* —2. Xy* a No* 
Coo = X,* A Y*— X* a Y,* 


par la transformation induite sur W par w*", Les transformations linéaires de V'a V! 
induites par les éléments de G* laissent invariant W (en vertu de 8. 1. 7) ; leurs restrictions 
a W constituent un groupe, isomorphe a G*, qu’on désignera encore par G*, les éléments 
de ce groupe correspondant a (t)«,*, (t)®,* et (t,u)y* étant, eux aussi, représentés 
par les mémes symboles (t)«,*, (t)®,* et (t, ti) *s 

Selon la définition de Chevalley, le groupe de type G, est un groupe de transfor- 
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mations linéaires d’un espace vectoriel & 14. dimensions sur K dans lequel sont définis 
certains éléments distingués H., X,, od r parcourt ensemble des 12 racines de G,. Les H, 
sont tous combinaisons linéaires de deux d’entre eux qui constituent, avec les X,, une 
base de Vespace. Le groupe est engendré par certaines transformations x,(t), h(x), 
ou ¢@K, et x est un homomorphisme dans X* du groupe additif P. engendré par les 
racines de G,. L’action de ces transformations sur les H,, X, est donnée explici- 
tement (cf. [8], p. 36). 

On démontre alors, par simple vérification, que si a,, b, désignent les racines de G, 
disposées comme sur la fig. 8. 1. 12, et si y(t,u) : P.»K* est ’homomorphisme qui 


by 


b, 


Fig. 8.1.12 


applique a) et a, respectivement sur ¢ et u, 


3. 1s:13. La correspondance 
A,<— Xan (t) Ohn* aa Xan (t) 
B,, Seo Xb (t) Bn™ mere Xb (t) 
C*n <> Han (t,u) y* <> h(x (t,u)) 
C®,<— Ap, 


établit un isomorphisme (de groupes linéaires) entre le groupe G*, opérant sur W, et le groupe de 
type G,, selon la définition de Chevalley. 

Le centre de ce dernier étant réduit 4 l’élément neutre, on voit que 
8. 1. 14. G est isomorphe a G*. 


3.2. K est un corps fint. 

Soient x et A les nombres d’éléments de K et L. x=A ou 2° selon que o est ou 
non lidentité. A un isomorphisme prés, la trialité +, de type Ip, et le groupe G=Gx,¢ sont 
enticrement déterminés par la donnée des nombres x et i. 

Dans le cas particulier envisagé, les théorémes 7. 1. 8 et 7. 2. 1 deviennent : 

URS ES Si x42, G=Gt=G' est un groupe (fini) simple. 

En effet, K*/L* est un groupe cyclique dont l’ordre ; 
toujours impair. 


ee ou A?+A-+1 est 
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is jot irs 


On établira 4 présent divers résultats de caractére énumératif sur lesquels on 


s’appuiera pour calculer ordre du groupe G (cf. 8. 2. 8). 


Sn 2a oe Les points ac. appartenant a une drotte fixe donnée sont au nombre de x-+1. 


C’est évident. 


8. 2. 3. Les droites fixes passant par un point ac. donné sont au nombre de }-++ 1. 
C’est une conséquence immédiate de 5. 2. 9. 


8. 2. 4. Les points ac. sont au nombre de (x? .*-- %.A-b 1).(x-+1). 

En effet, soit d une droite fixe donnée. Partageons ensemble des points ac. en 
trois parties disjointes : E,, E,, Z, formées respectivement des points de d, des points ac. 
n’appartenant pas 4 d mais coplanaires avec elle, et des points ac. non coplanaires avec d. 
En vertu de la proposition 4. 3. 2, par tout point de E, (resp. de E,) passe une et une 
seule droite fixe rencontrant E, (resp. E,). D’autre part, si g désigne un point quelconque 
de E, (resp. E,), une des droites fixes passant par g est contenue dans E,U £, (resp. 
dans E,), et les 4 autres sont contenues entiérement — a l’exception du point g 
luicméme — dans Eg (resp. E,). Par conséquent, si m; est le nombre de points 
de E, (i=1,2,3), ona m,=x.A.m, =x.A.(x+1) et ng=x.A.ng=x?.22.(x+1). Au total, 


N+ Mg + ng = (x2. +%.A+1).(x+1), c.q.fid. 


8. 2. 5. Les droites fixes sont au nombre de (x?.d2-+-%.A+1).(A+1). 

C’est une conséquence immédiate des trois propositions précédentes. 

Notons que les propositions 8. 2. 4 et 8. 2. 5 sont, en un certain sens, duales l’une de 
autre (cf. ’appendice), et qu’on pourrait aussi démontrer 8. 2. 5 en intervertissant dans 
la démonstration de 8. 2. 4 le réle des points ac. et des droites fixes. 


Bio70. Les points ac. non alignés avec un point ac. donné sont au nombre de v3.22. 

Soit q le point ac. donné et soit m, (resp. n,) lenombre de points ac. q'><q, alignés 
avec q, et tels que la droite gq’ soit (resp. ne soit pas) fixe. En vertu de 8. 2. 2. et 8. 2. 3, 
m,=x.(A+1). D’autre part, il résulte de 4. 3. 1, par un raisonnement analogue 4 celui 
dont on a fait usage dans la démonstration de 8. 2. 4, que Ny = %.A.my =22.2.(A+1). 
Le nombre total de points ac. alignés avec g est donc 


TP My + Mg = (x? 8+ %.A-+ 1). (x +1) —x3.22, c.g.fd. 


B. 2, 7; Les points extérieurs sont au nombre de x3. (x?. +x. A+1).(x+1).(A2+A+1)-1 


En effet, 4 tout couple (q, g’) de points ac. non alignés est associé naturellement un 
point extérieur p= gr q't? (cf. 4. 3. 1). Inversement, tout point extérieur p est associé 
a (#+A-+1).22 couples (q, q') distincts, g étant l’un quelconque des 22+4+1 points 
ac. de pr, et g’ étant ’un des 22 points ac. de prs 


non alignés avec g. La proposition 
résulte alors du fait que le nombre total de couples 


(q,q') est, @’aprés 8. 2. 4 et 8. 2. 6, 
a CaP Ca ey ee I).(x+ 1) 
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O. 2. D’ordre du groupe G est 
g=x3. (@—1).23. (2 2.42 
oA 1). (x?.42-+ %.A +1) 


En effet, puisque G est transitif sur l’ensemble des points extérieurs (cf. 6.2.4), g est 


le produit du nombre de ceux-ci par ordre du groupe ,G (p désignant un point extérieur 
quelconque) qui est, d’aprés 6. 3. 4, 


(e— 1) .A— 1) 794 21); (987) =)3.(x—1).(A2—1).(a2+A+1). 
Lorsque x =A (o=Videntité) on retrouve la formule 
Bae, Ones 0) 1) 
donnant l’ordre des groupes de type G,. Lorsque x =23, ona 
(8. 2. 9) g=A™, (2—1). (AS—r1).(a8+A4-+ 1) 


qui est aussi l’ordre des groupes trouvés par D. Hertzig et par R. Steinberg [17] 
(cf. ? Introduction). 


8. 2. 10. Les valeurs de g correspondant aux diverses valeurs de » dans (8.2.9) sont distinctes 
deux a deux et different des ordres des autres groupes finis simples connus (1). Il s’ensuit en particulier 
que les groupes finis Gx,g (oT identité) sont deux d deux non isomorphes, et ne sont isomorphes a 
aucun autre groupe fint simple connu. 

La caractéristique de A est le nombre premier dont la contribution a g 
(a savoir 1%) est la plus grande ; cela résulte immédiatement du fait que g divise 


222, (A12— 1). (AB— 1) = A22. (AB—1)2. (08 ++ 1) 


(qui est d’ailleurs l’ordre de Sp,(F5:), ce qui permet, si on y tient, de se référer au théo- 
réme 1 de [1x]). La démonstration peut alors se faire par la méthode d’Artin [1]. Les six 
nombres figurant dans le tableau 2, p. 469 de[x], sont ici 127, 127, 67,67, 1 et 0, OU 7 est 
Pexposant de la caractéristique dans i. II s’ensuit que si 4 est impair, les seuls groupes 
simples considérés dans [1] dont l’ordre pourrait égaler g sont Sp,(F):) et G,(Fy:) (dans 
les notations d’Artin : (43) et E,(#)). La méme conclusion est d’ailleurs valable 
lorsque 2 est pair; en effet, si r>1, le groupe G est de premiére classe (cf. [1], p. 471), 
et si r=1(A=2) cela résulte de l’examen du tableau 3 (zbid.). Enfin un simple calcul 
montre que Sp,(Fj:) et G,(F:) n’ont jamais Pordre g. 

La comparaison avec les formes non normales des groupes de type Ey, considérées 
dans [18], est immédiate, les nombres du tableau 2 étant, pour ceux-ci, 367, 187, 127, 67, 


OCG —ail. 


1) Cf. par exemple la liste donnée dans [1], 4 laquelle il faut ajouter les groupes de type £,, formes non normales, 
définis dans [18] (cf. aussi [17]). 
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CHAPITRE IV 
LES TRIALITES DE. TYPE f1 


§ 9. Corps de caractéristique différente de 3. 


Gar. Le corps contient les racines cubiques de Vunité. 


Soient K un corps de caractéristique différente de 3 renfermant les racines cubiques 
de lunité, 1, ¢, e2, Il un plan projectif sur K, et P l’espace projectif 4 7 dimensions des 
tenseurs homogénes (i. e. donnés 4 un facteur prés) une fois contravariants et une fois 
covariants, de trace nulle, définis dans II. A tout systéme de coordonnées u‘ donné dans II 
est associé dans P un systéme de coordonnées ¢,, avec #;=0 (on fera constamment usage 


dans ce chapitre de la convention de sommation sur les indices muets). Les tenseurs 
dont l’invariant quadratique gti hi est nul forment dans P une hyperquadrique dont 
Vindice est maximum par suite de l’hypothése faite sur K (lorsque 2=o0, on donne un 
sens 4 l’expression a titi en la développant, compte tenu de #;=0, et en simplifiant 


formellement par 2). 
Soient P®), Q, 4) trois répliques de P, Q, #,. Comme précédemment, l’indice 
supérieur (0) sera éventuellement omis. La forme trilinéaire 


T= 23.130) 180) 152), 1800), 402) pH) 


qui est invariante pour les projectivités de II, définit entre Q, Q™ et Q@) une 
T-correspondance ; en effet, elle se raméne a la forme (3. 2. 1) par la substitution 


(Geae t : 


1,i() — 5 e.(1—e). (ef. xg(#) 4 2+, y,(#)) 


La trialité + d’équations 
fi)" — 40-1) 


est de type II ; en effet, elle n’est autre que la trialité 9.4.7), avec 


10.0 
a= O60 
00 & 
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ainsi qu’il résulte des formules de transformations (G.1; 


1). Un point de P de coor- 
données #/; est ac. par rapport 4 7 si, et seulement $1, 


(s?.;. 0%... #,) f(9) = (25) PEt =o 
quels que soient les #,?) satisfaisant 4 t{@)= 0, c’est-A-dire si 


\ di. tse pour ix<k 
(iH .O%=t,.0,= 0.2, 


ce qui exprime que #; est un tenseur décomposable de la forme #i;=ui.v,. Par conséquent, 
les points ac. de + correspondent biunivoquement aux drapeaux (u,v) constitués par un 
point well et une droite v de II passant par wu. u et v seront nommés respectivement 
le centre et Vaxe du drapeau (u,v). 

Les combinaisons linéaires de deux tenseurs décomposables #;=w.v,; et ti, =u'i.v'; 
sont elles-mémes des tenseurs décomposables si, et seulement si, u'‘i=o.ui ou v';=0.0;. 
Donc, par le point ac. représentant le drapeau (u,v) passent deux droites de points ac. 
représentant respectivement|’ensemble des drapeaux de centre wu et l’ensemble des drapeaux 
d’axe v, et quisont des droites fixes de + en vertu de 5. 2. 9. Par conséquent, l’ensemble des 
droites fixes de t est en correspondance biunivoque naturelle avec la somme de |’ensemble 
de points et de l’ensemble des droites de II ; deux droites fixes se rencontrent si, et seulement 
si, elles correspondent respectivement 4 un point we II et 4 une droite v passant par u, 
auquel cas leur point d’intersection est le point ac. correspondant au drapeau (u,v). 

Toute collinéation ou réciprocité g de II induit sur P une collinéation 9* qui 
conserve Q et t, et qui est linéaire ou non en méme temps que 9. Réciproquement, toute 
collinéation »* de P conservant Q et + induit une permutation des droites fixes de + a 
laquelle correspond une permutation ¢ des points et droites de II conservant lincidence, 
c’est-a-dire une collinéation ou une réciprocité de IJ. On montre aisément que les deux 
applications p>* et p*-—>® ainsi décrites sont inverses l'une de l’autre. 

En résumé : 


THEOREME 9. I. 2. Sotent K un corps de caractéristique différente de 3 contenant ¢, et 7 
une trialité de type II sur K. L’ ensemble F des droites fixes de ~, munt de la relation d’ incidence : 
« deux droites fixes a et b sont incidentes si elles se rencontrent », peut étre identifié a l'ensemble des points 
et des droites d’un plan projectif défini sur K, U1, muni de la relation d’incidence usuelle. Aux points ac. 
de ~ correspondent les drapeaux de 1. Les permutations induttes sur F par les collinéations (resp. les 
projectivités) de P qui conservent «, sont les collinéations et les réciprocités (resp. les projectivités et les 
réciprocités linéaires) de 11. Le groupe des collinéations ( des projectivités) de P conservant ~, qui opére 
effectivement sur F, est donc isomorphe au groupe des collinéations et des réciprocités (des projectivités 
et des réciprocités linéaires) d’un plan projectif défint sur KR. 


9. 2. Le corps ne contient pas les racines cubiques de Punité. 


Soient K le corps en question, K = K(e) son extension par ¢, P et Q définis comme 
précédemment, + une trialité de type II de Q, P et 0, les extensions de P et Q a 


Cee 


: TS 
= Tice Ae de 


 étant définie par des équations algébriques, on peut parler de son extension t, qui est 
une trialité de type II de Q, Soit If le plan projectif sur associé 4 7 selon 9. I. 2. 

L’involution «* des couples de points de P conjugués sur K, qui conserve 7, induit 
sur 1 une collinéation involutive ou une polarité, soit . Puisque + possede des points ac. 
et non des droites fixes (définies sur K’), o conserve des drapeaux, mais ne conserve aucun 
point ni aucune droite de Il; c’est donc une polarité, et plus précisément une polarité 
hermitienne (i.e. appartenant 4 ’automorphisme non trivial de K/K), possédant des points 
autoconjugués. Les points ac. de 7 sont les points ac. de 7 invariants pour o* ; ils corres- 
pondent aux drapeaux de II invariants pour «, donc aussi aux points autoconjugués de o 
(formant la « conique hermitienne » associée 4 w). Les projectivités de P conservant 7 
deviennent, par extension a P, les projectivités conservant 7 et o*, qui induisent sur II 
les projectivités et les réciprocités linéaires conservant o. 


En résumé : 


THEOREME 9Q. 2. I. Si le corps K ne contient pas ¢, le groupe des projectivités conservant une 
trialité ~ de type II sur K est isomorphe au groupe des projectivités et des réciprocités linéatres d’un 
plan projectif Il définit sur K=K(e), qui conservent une polarité hermitienne donnée a, @ points 
autoconjugués. Ces deux groupes induisent des groupes de permutations isomorphes (en tant que groupes 
de permutations) respectivement sur ensemble des points ac. de ~ et sur Vensemble des points auto- 
conjugués de oa. 


Remarque. La méme méthode peut étre appliquée a l’étude des trialités linéaires 
sans points ac., et permet notamment de montrer que ‘ 
CROLEY, St 7 est une trialité sans points ac. sur un corps K de caractéristique différente de 3, 
le corps K(c) (éventuellement confondu avec K) possede une extension K de degré 3 telle que le groupe 
des projectwités conseroant ~ soit isomorphe au groupe des projectivités et des réciprocités d’un plan 
projectif Il défini sur K, qui conservent dans ce plan, soit une collinéation y de période 3 sans point 
fixe appartenant a un automorphisme de K/K (c), sozt stmultanément une telle collinéation et une 
polarité hermitienne o telle que y.o.7.0=Tidentité, selon que © appartient ou nona K. 


§ 10. Corps de caractéristique 3. 


THEOREME 10. I. Surun corps K de caractéristique 3, le produit t=). d’une trialité co 
de type Ii, et d’un glissement y permutables est une trialité de type IT dont les droites fixes et les points 
ac. sont les droites fixes et les points ac. de ty invariants par Y, © est-a-dire, respectivement, les droites fixes 
de % rencontrant d et les points ac. de ty) coplanaires avec d. Toute trialité > de type IT posséde une et 
une seule décomposition t=).y du type indiqué. Par conséquent, le groupe G des projectivités 
conservant ~ est le normalisateur du glissement y dans le groupe de toutes les projectwités conservant to 
(groupe de type G,). 


bs Démonstration. Soient t) et y une trialité de type Jia et un glissement permutables, 
axe de i i ité 
Y (qui est une droite fixe de @o), 1 eter ten 78 = 7,3.y3 =? est lidentité, 
puisque F’ est de caractéristique 3, donc ¢ est une trialité. 
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Il est clair qu’un point ac. (resp. une droite fixe) de t) invariant(e) par y est ac. 
par rapport a t (resp. est une droite fixe de 7). 

Réciproquement, soit p un point ac. de +. peEpr et pepr, donc pyeE pry et 
py’Ehpt. En outre, p, py et py? sont alignés (cf. 6. 4.1). Il s’ensuit que p est ac. par 
rapport 4 7%, sinon py ne serait pas ac, non plus, bien qu’appartenant au plan p,,7, 
ace de 4.2.1. Supposons que py p34 py’ ; alors la droite définie par ces trois 
points serait contenue dans pry (quicontient en effet p et py?) et dans pt)? (quicontient p 
et py), et serait donc une droité fixe de +, rencontrant d en vertu de 6. 4.1, et non 
coplanaire avec elle puisqu’en vertu de ’hypothése faite sur p, p n’appartient pas A 
la V; polaire de d par rapport a Q. L’hypothése py impliquant une contradiction, 
p est invariant par y. 

Toute droite fixe de t, étant constituée de points ac., est invariante par y, et est donc 
une droite fixe de t)=+.y—1. 

L’ensemble des points ac. de + étant un sous-ensemble propre de l’ensemble des 
points ac. de t), t ne peut étre de type Jia, et est donc de type II. 

Soient enfin t=t).y=7t').y’ deux décompositions de + en produits d’une trialité 
de type Jig, et d’un glissement permutables. Il résulte de la partie déja démontrée du 
théoréme que y et y’ ont méme axe d (d peut par exemple étre caractérisé comme l’unique 
droite fixe de +t rencontrant toutes les autres). y”’=y.y'—! est donc aussi un d-glis- 
sement qui ne peut étre que lidentité, sans quoi t')=).y” serait de type II. Par 
conséquent y=y’ et t)=7'o. Le théoréme est ainsi démontré. 

Remarque. On pourrait aussi démontrer aisément le théoréme précédent par voie 
analytique, en se reportant au n° 5. 2. Notons par ailleurs que certaines conclusions de 
ce numéro relatives aux trialités de type II sur un corps de caractéristique 3 se retrouvent 
comme corollaires immédiats du théoréme Io. 1. 

La structure du groupe G des projectivités conservant une trialité de type II est 
donnée par le théoréme suivant, valable quelle que soit la caractéristique de K. 


THEOREME IO. 2. Soient K un corps quelconque, t) une trialité de type Iia,, d une drotte fixe 
de %, Go le groupe des projectivités conservant x, et gGo le sous-groupe de Go formé par les projectivités 
conservant t, et d. Le groupe \ des d-glissements est un sous-groupe invariant de 4Go, isomorphe 
au groupe additif K* du corps K. Le normalisateur G d’un élément de Y dans Go ne dépend pas de 
cet élément, et est donc aussi le centralisateur de 1. dans Gy; inversement, VY" est le centre de G. Le 
quotient ,G,|U' est le produit semi-direct R.H d?un sous-groupe invariant abélien R= K**, espace 
vectoriel a 4, dimensions sur K, et d’un sous-groupe H isomorphe 4 GL,(K), la représentation 
linéaire de H dans R définie par automorphismes intérieurs étant équivalente a la représen- 
tation linéaire de GL,(K) dans Vespace des tenseurs bin, (t,J,k=0, 1) symétriques (b'y,=b',), 
de trace nulle (b',=0). G/T est le produit R.H' de R par le groupe H'=SL,(K), dérivé 
de°H. 


Quand K est un corps de caractéristique 3, la représentation linéaire de GL, (K) 
dans l’espace des tenseurs bi,, symétriques et de trace nulle est réductible, le plan 
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: i = é invariant par les transformations de la 
d’équations b)=6°,,=0, ¢tant, dans ce cas, in p 


représentation. Par conséquent, 

10. 3. Lorsque K est un corps de caractéristique 3, le groupe q@olT (resp. oy posséde un 

sous-groupe invariant de la forme R,.H (resp. R,.H') ou R, CR estun a vectorial a 2 dimensions. 
Le théoréme ro. 2 est susceptible d’une vérification analytique directe. Les calculs 

peuvent étre simplifiés par Vintroduction de notations appropriées. Par exemple, 

si Xx, Ja est un systeme de coordonnées normal par rapport A %, tel que d=X,%, 


et si ’on pose 


X= ue Jo = % 
5 aT Jy=ut 
Xy=—l"p Je= Oy 
Xs = 0° Jg= ly 


les équations générales d’une projectivité appartenant 4 Gp s’écrivent 


ut =a',.ul 
(Io. 4) i";=a',.a*™,. (Ori stbao toe) (tJ k, m, n=O, 9) 
v'; oe a*i, . (Ci, uk ++ b”, . he - v;) 
ou 
(a'.) =a est une matrice inversible, 
Pies es) 
(ar) =a 
Big = Og 
Ups =0 te 


600 = bo Dig = (5°)? by br99 
Cor t+ C19 = bX - Bog = B99. 0943 — Pg - O14 
C4, = 5%). Pa= (Oa) oe b%9- 5x1 


On recherchera encore la fagon dont le groupe ,G) opére sur l’ensemble D 
des droites fixes de t) qui rencontrent d (dans le cas particulier d’un corps de carac- 
téristique 3, D est aussi l’ensemble des droites fixes de t=7).y : cf. 10. 1), ou encore, 
puisque les éléments de D sont tous invariants par les d-glissements, la fagon dont ,G,/T° 
opére sur D. 

Les droites éléments de D sont contenues dans la V, v=u°=ul=#,=0, inter- 
section de ’hyperplan ¢‘;=o qui renferme tous les points ac. de t, et dela V; u89=ul—o, 
polaire de d par rapport 4 Q. La grassmannienne des droites de v est une variété de 
lespace projectif vAv (on ne croit pas devoir expliquer le sens de cette notation). Au 
systéme de coordonnées v', Uti O58 ti; =0) dans v est associé dans vav le systéme 
de coordonnées « pluckériennes » 

pron, 

PHAM, (1, J, mn = 0, ae 

P= tnt, 
liées par les relations 


pi = pn = p**., a ae =0 
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Parmi les droites de v, celles qui sont fixes par t, sont caractérisées par les relations (8. 1.8) 
qui deviennent ici 
a 
\ p CC ia oO 
fe ee A 
| PN = pi 
y , : , . ay 2 . rae . . . 
Ces équations définissent dans vAv une variété linéaire w a 4 dimensions. L’ensemble des 


points de w qui représentent des droites de v (intersectionde w avecla grassmannienne) 
est le cone cubique d’équations paramétriques 


[ Pho = 
Pon =u 
Py=).p? 
Pu=ps 
pHy 


La projectivité (10. 4) induit sur w la projectivité d’équations 


Te oe igh *m en pk 
P= e-4 7: OP wn 
I 


[P= ay (P + BaP + Boo Pla + 3-8%00-b411—3-Phn boo) 


On voit, en particulier, que 


TO...5. St A west pas de caractéristique 3, le groupe ,Go/V opére effectivement sur P ensemble D 
des droites fixes de t, qui rencontrent d. Ces drottes peuvent étre représentées dans un espace projectif 
@ 4 dimensions par les points d’un cone cubique projetant une cubique gauche, de telle fagon qu’au 
groupe de permutations de D indutt par gGo/V corresponde le groupe des projectivités de ce céne. 

Si K est de caractéristique 3, les éléments du groupe R, (cf. 10.3) laissent invariantes les 
droites fixes de ty qui rencontrent d, et le groupe (4Go/T)/Ry opéere effectivement sur ensemble D de 
ces droites. D peut étre mis en correspondance biunivoque rationnelle (mais non birationnelle) avec 
un sous-ensemble D, d’un plan projectif, qui est le plan tout entier si K est un corps parfatt, de telle 
facon qu’au groupe de permutations de D induit par (gGo/V)/R, corresponde le groupe des permutations 
de D, induites par les projectivités du plan qui conservent cet ensemble. 


Remarque. Les groupes de type G, présentent encore d’autres particularités 
remarquables dans le cas des corps de caractéristique 3, telles, par exemple, que l’existence 
d’isogénies exceptionnelles (cf. [16]). Ces diverses particularités sont toutes li¢es entre 


elles ; nous nous proposons de revenir ultérieurement sur cette question. 
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§ x1. Les polygones généralisés. 


it. 4c Définitions, exemples. 
Considérons une « géométrie 4 incidence» (5, C, 2) constituée par deux ensembles S 
et GC, entre lesquels est donnée une correspondance i, |’ « incidence», deux éléments se S 
et ceEC étant dits incidents s’ils se correspondent dans 7 (sic). 
Nous appellerons 
— points ou sommets les éléments de S ; 
— cétés les éléments de C; 
— pinceau associé & un élément de SUC ensemble des éléments (de l’autre espéce) 
qui lui sont incidents ; 
— droites les pinceaux associés aux cotés ; 
— étoiles les pinceaux associés aux sommets ; 
— chatne de longueur n joignant deux éléments e, fESUC une suite ¢=4, é, ..-, én 
de n éléments appartenant alternativement a S$ et 4 C et tels que pour tout m>2 


é, et €,, soient incidents ; 


m 

— chaine irréductible une chaine ¢, ..., é, telle que ¢,4¢,-2 pour tout m>3; 

— géométrie duale de (S,C,i) la géométrie (C,S,i) obtenue en permutant S et C, 
c’est-a-dire en appelant sommets les éléments de C et cdtés les éléments de S, et 


— automorphisme de (S,C,i) toute permutation simultanée de S et C qui respecte 7. 


Si, étant donnés deux éléments de SUC, il existe toujours au moins une chaine 
de longueur <n et au plus une chaine irréductible de longueur <n qui les joint, nous 
dirons que (S,C,7z) est un n-gone généralisé (ou simplement un n-gone) (+). 

Exemples. 

Les polygones ordinaires sont des cas particuliers de polygones généralisés. 

(S,C,2) est un digone généralisé si 7 est triviale, c’est-a-dire si tout sommet est 
incident a tout cdté. 

Les plans projectifs sont des triangles généralisés ; il y a d’ailleurs essentiellement 
identité entre les deux notions (cf. le n° 11, 2). 

Les points autoconjugués et les droites fixes d’une polarité dans un espace projectif 
a 3 dimensions, ou les points et les droites appartenant A une hyperquadrique ordinaire 
ou hermitienne quelconque ne contenant pas de plans, sont les sommets et les cOtés d’un 
quadrangle généralisé. 

Les points ac. et les droites fixes d’une trialité + sont (en vertu des propositions 4. 3. 1 
et 4. 3. 2) les sommets et les cétés d’un hexagone généralisé, que nous dirons associé @ 7. 

(*) On peut aussi définir les polygones généralisés en partant d’ 


droites, sont distinguées. Ce point de vue, moins s 
« abstrait », adopté ici dans un but de concision 


; un ensemble § dont certaines parties, les 
ymétrique (et un tant soit peu moins général) que le point de vue 
» a sur lui lavantage d’étre plus « géomeétrique ». 
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II. 2. Adjacence ; perspectivités et projectivités ; polygones dégénérés et polygones propres. 

(S,C,t) étant un n-gone généralisé, deux éléments de SUC seront appelés adjacents 
s’ils peuvent étre joints par une chaine de longueur strictement inférieure 4 n. Si n est 
impair, deux éléments de méme espéce (deux sommets ou deux cétés) sont toujours adja- 
cents ; si n est pair, tout cdté est adjacent 4 tout sommet. S’il y a dans SUC un élément 
adjacent a tous les autres, le n-gone (S,C,i) sera dit dégénéré. 

Soient d, et d, deux pinceaux associés 4 des éléments de SUC non adjacents. Tout 
élément ¢,€d, est adjacent a un et un seul élément e,red,. Nous appellerons perspec- 
tiwité Vapplication x : d,—d, ainsi définie, projectivité le composé d’un nombre fini quel- 
conque de perspectivités, et pinceaux projectivement liés deux pinceaux tels qu’il existe une 
projectivité de Pun d’eux sur l’autre. Un n-gone (S,C,i) sera dit propre si deux pinceaux 
de méme espéce (deux droites ou deux étoiles) sont toujours projectivement liés ; 
lorsque n est impair, cela implique que deux pinceaux quelconques sont projectivement liés. 
Il est clair que dans un n-gone propre, toutes les droites et toutes les étoiles ont le méme 
nombre d’éléments ; lorsque n est impair, ces deux nombres sont nécessairement égaux. 
Les n-gones impropres (i.e. non propres) sont en fait des cas d’exception, dont il est facile 
de donner une description complete. 

Exemples. 

Il y a identité entre les plans projectifs et les triangles non dégénérés. Les triangles 
propres sont les plans qui satisfont a l’axiome selon lequel il existe au moins trois points 
sur chaque droite (axiome Fo de [19]). 

L’hexagone associé 4 une trialité de type II sur un corps de caractéristique 3 est 
dégénéré (cf. le théoréme ro. 1). 


7, 3 Un « théoréme de Chow » [9] pour les trialités. 


Soient P et Q définis comme dans les chapitres précédents, et ~ une trialité de Q possédant des 
droites fixes. St on exclut le cas d’une trialité de type II en caractéristique 3, tout automorphisme de 
Phexagone associé & + est induit par une collinéation de P conservant ~ ou transformant < en +". 
Cette collinéation est unique sauf si ~ est de type Ia, auquel cas deux collinéations induisent Vauto- 
morphisme donné, l'une conservant ~ et autre transformant < en 7}. 


II. 4. Dédoublement d’un polygone généralisé. Polygones dont les étotles ont deux éléments. 

Soient (S,C,i) un n-gone généralisé, I’ ’ensemble SUC, & Vensemble des 
« drapeaux» (s,c) formés d’un sommet s et d’un coté ¢ incidents, et t la correspondance 
entre T' et & définie comme suit 


vi(s,¢)+-y=s ou ¢ (yes (s,¢) Gx). 


Alors, (2,1, t) est un 2 n-gone dont les étoiles ont deux éléments, et que nous nommerons 
le double du n-gone (5, C,i). La proposition suivante est facile a démontrer : 

Un n-gone généralisé non dégénéré dont les étoiles ont deux éléments est un n-gone ordinaire 
si n est impair, et est isomorphe au double d’un ( n|2)-gone généraltsé st _n est pair. 
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ao ? 1 
Lorsque n=6, cette proposition et le théoréme 11.3 redonnent l’essentiel du 


théoréme 9. I. 2. 
Tie 5. Hexagones généralisés dont les pinceaux ont trots éléments. 
3 lana ° . 7 ~ 
Un hexagone généralisé dont les pinceaux ont tous 3 éléments est tsomorphe a Vhexagone associé 


a une trialité de type Ta, sur le corps K= Fy, ou au dual de celut-la. 
Un raisonnement simple permet de déduire de cette proposition et du théoréme 11. 3 


Visomorphisme connu (cf. § 7. 3) entre le dérivé du groupe de type G, sur le corps Fy, 
et le groupe projectif unitaire PU; (Fy). Considérons en effet dans un plan projectif I 
sur F, une polarité hermitienne x, et soient S ensemble des points de II qui ne sont pas 
autoconjugués par rapport 4 7, C l’ensemble des triangles autopolaires par rapport a 7, 
et i la correspondance qui associe & tout triangle EC ses trois sommets. On vérifie aisément 
que (5S,C,i) est un hexagone dont les pinceaux ont trois éléments, et que tout auto- 
morphisme de cet hexagone est induit par une et une seule collinéation de II conservant 7. 


Il en résulte que 
Le groupe des collinéations d’un plan projectif sur le corps Fg qua conservent une polarité hermi- 
tienne donnée dans ce plan est isomorphe au groupe des projectivités conservant une trialité de type Lia, 


(groupe de type Gy) définie sur le corps Fy. 
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IMPOSSIBILITE DE LA SYNTHESE SPECTRALE 
SUR LES GROUPES ABELIENS NON COMPACTS 


Par P. MALLIAVIN 
Université de Caen 


Soit G un groupe abélien localement compact, L,(G) Vespace des fonctions 
sommables pour la mesure de Haar muni du produit de composition : L, (G) est alors une 
algébre de Banach. 

On dit que la synthése spectrale est possible sur G si tout idéal fermé de L,(G) est 
Pintersection des idéaux maximaux qui le contiennent. Le probléme de synthése spectrale, 
issu du théoréme taubérien de Wiener [1], posé par BEuRLING [2] puis par GELFanp [3], 
a été résolu dans des cas particuliers. Par exemple si G est compact, il résulte du théoréme 
de Peter-Wey] ou bien d’un résultat de GopEMENT [4] que la synthése spectrale est possible 
sur G. Un autre exemple ou la synthése est possible est le cas ot l’ensemble des idéaux 
maximaux contenant lidéal donné est discret (AGMon et MANDELBROJT [5] pour G= R, 
KapLansky [6] et HEtson [7] dans le cas général). Ces deux exemples ne représentent 
d’ailleurs qu’une faible partie des résultats obtenus sur le sujet. On sait d’autre part que la 
synthése spectrale n’est pas toujours possible : cela résulte d’un contre-exemple de 
ScHwaArtTz [8] donné pour Rj. 

Dans une autre direction de recherches, KAHANE [9] et KATZNELSON [10] ont obtenu 
lété dernier des résultats sur le calcul symbolique dans L,(R) qui ont été a Porigine de 
ce travail. Dans deux notes précédentes [11] on a montré l’impossibilité de la synthése 
spectrale dans L,(Z). On se propose ici d’étendre ce résultat a un groupe abélien non 
compact arbitraire. 

G’ dénotera le groupe dual de G, <g,g'> l’application de G x G’ dans les nombres 
complexes de module 1 définie par les caractéres. Si fEL,(G), alors sa transformée de 
Fourier sera notée f'(g') = ae S(g)<g, g'>dg. On notera de méme, si / est une fonc- 
tion définie sur G’, sa transformée de Fourier sur G par h'(g) = af h(g')<— g, g'>dg'. 
Si ke L,(G') on posera || ||, = || A’ |, (6 = 1, + ©). 

Le spectre o(f) de feEl,(G) est la partie fermée de G’ définie par 
(ff) = {go EG’; f(g’) 40}. Si hEL~(G), on appelle h* lensemble des fe L, (G) 
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tels que f*#h=o. Le spectre o(h) de A est défini par : complémentaire de 


c(h) = U &(f). (On note par 6 Vintérieur de 0). 
- . 
En eer par dualité la définition de la synthése spectrale on obtient 


Vénoncé bien connu [12]. 


(P) Si la synthdse spectrale est possible sur G, alors aeGLl,(G), b&EL.(G), 


o(b)ca'(0), entrainent fe = 0. 
Les contre-exemples construits mettront cette derniére propriété en défaut. 
1. Nous allons nous ramener au cas de groupes discrets. 


1.1. Supposons que G contienne un sous-groupe discret K et que la synthése spectrale sout 
impossible sur K ; alors elle est impossible sur G. 


En effet, notons par i l’injection de K + G; alors par dualité z’ : G’ > K’, Pappli- 
cation étant surjective. 

A tout a&L,(K), associons la mesure du, composée de masses ponctuelles, qui 
est image par 7 de la mesure a. On notera par V, un systéme fondamental de voisinages 
de zéro de K’, par k, des fonctions telles que f k, = 1,4, > 0,. support iden aca = 
Alors si bE L»(K), 6b, = bk, vérifie bE L,(K), 5, converge faiblement vers b dans 
L..(K). Choisissons a et b mettant la proposition (P) en défaut. Soit W un voisinage 
symétrique de zéro dans G tel que (2 W) nN K = o. Soit f la fonction caractéristique de W. 
Alors on a 


fx dy, = «EL, (G), fx du, = BEL, (G) 
[a= (f+ f(0)) fb = (mesure W) [ab 40. 


D’autre part, la transformée de Fourier de « est le produit des transformées de Fourier- 
Stieltjes de f et dy,, d’ot «’-1(0) D7’-1(a'—1(0)). D’autre part 8 = limite faible 8, 
ou 6, = f+* du,, d’ot o(8) = lim o(8,). 

D’autre part, comme §/ est un produit de transformées de Fourier-Stieltjes, 
o(B,) C t’-1(o(b,)), ce qui entraine, comme limo(b,) = o(b), o(8) Cc 1'-*(6(b)) 
Si a et b mettent la proposition (P) en défaut il en sera de méme de « et B. 


1.2. Sott G un groupe abélien localement compact, H un Sous-groupe compact de G; alors, si 
la synthése spectrale est impossible sur M = G/H, elle est impossible sur G. 


En effet, si p désigne ’homomorphisme de G sur M, alors si [EL,(M), 
L(p(g)) © L,(G), on pourra ainsi identifier L,(M) a& une sous-algébre de L,( Gi 
Définissons une projection de L,(G) sur L,(M) en posant 


f(g) = Sf f(g EFS wei 


86 


IMPOSSIBILITE DE LA SYNTHESE SPECTRALE SUR LES GROUPES ABELIENS 63 
Alors fel, (M) ; si fe L,(M), 
quel que soit fe L,(G). 


Cette formule implique que tout idéal de L,(M) est un idéal dans L,(G). Par 
suite, si la synthése est impossible dans L, (M), elle le sera dans L(G 


f= f. Ona, si KEL,(M), ku fk f? 


1.3. St la synthése spectrale est impossible sur les groupes discrets infinis, elle le sera également 
sur tout groupe abélien non compact. 


Utilisons un résultat de Ponrryacin [13]. On sait que pour tout groupe abélien 
localement compact G, on peut trouver un sous-groupe Gj, tel que G/G, soit discret, 
G, étant la somme directe d’un espace euclidien R, et d’un groupe compact KF. 

Si n>, G contiendra le sous-groupe discret infini constitué par ensemble < des 


entiers situé dans R,, et on appliquera 1. 1. Si n = 0, alors G, est compact et G étant 
non compact, G/G, est infini ; on applique alors 1. 2. 


2. Lemme : Soit G un groupe discret, 9(g') GLo(G') telle que o(g') soit réelle et 
que || ||’ <0. 


Alors st 
T= fi || eu Is, udu <0 


la synthése spectrale est tmpossible sur G. 


PreuvE : Notons par F Tespace des fonctions A(t) réelles telles que 
h(u) =(2 mic *” A(t) e- dt vérifie hEL,(R); alors on a 
oe) 


h(o(g')) = fo eee (u) de quel que soit g’G&G’. 


Soit S, espace des distributions de support compact, dérivées premiéres de mesures. 
Alors, si J @&,, on peut construire une suite h,(§) GF telle que h, converge vers T 
dans &,, |h,,(u)|<B (|u| + 1). z 

Alors 

Il ’n (9) IIo <2 BL. 


Soit g & G ; aprés une interversion d’intégration, légitime puisque G’ est compact, 
on a 


Lim [F,(@)1'(g) = lim fh, (u) du f° cto <— g, g'> de’ 


la seconde intégrale étant <||¢?||},, le second membre converge ; par suite (/,(¢))! 
converge faiblement dans L,.(G) vers une fonction b. 
Notons par E le support de T, alors h, a pu étre pris ayant son support dans £,, 


ou E, est ensemble des points situés 4 une distance de E au plus égale a ¢; alors 
o[(h,(9))'] EC p-!(E-) et (A,(~))' convergeant faiblement vers b, o(b) Co-1(E). 
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Calculons, « étant donné, « réel, 
fea batim f(a) Ta@))' = Him f, (4) ha) Tim f G4) hn(6) a @) 


ot. du(&) est la mesure image de la mesure de Haar sur G' par application g'—>9(g'). 
La transformée de Fourier de dy. n’est autre que (¢?)'(o), dou du(&) = m(é)dé 
ou m(é) est une fonction ayant une dérivée continue, telle que ve me dee sft dua Bes 
a sera choisi de telle sorte que m(«) #0. Ona ‘fe (9 —a)'b = <(E—a)m(&), T>. 

Prenons en particulier pour T la dérivée de la mesure de Dirac placée en «, le second 
membre est — m(a) 0. Prenant a = (p — a)’, on a mis en défaut la proposition (P). 


3. Nous allons chercher des développements, g étant fixé, de exp(w Im <g, g'>). 
Nous noterons par r(g) ou r Vordre de g c’est-a-dire le plus petit entier positif 
tel que ng = 0 (2 <r(g) < +0). Ona, si r< + om, 


aol EXP AIO 1M <0 a" lnc 0) este te 
m=1 


En effet, notons par I’ le sous-groupe engendré par g. Développons en « série » 
de Fourier sur I’ la fonction exp(tv lm < g,y' >) = h(y'). Cette fonction s’écrira 
LY Pn (0) <mg, y'>, les Pn, étant donnés par les formules de Fourier : 
m=1 
Palo) = eS) <—=mg,y'> exp (tvuIim<g, y'>); 
rT Y' ea 


I” est le groupe des racines rm de Vunité, d’ot 


tae ( 0) = z, exp [i an a exp - 2 — 


En particulier | P,,,, (2) | <1 quel que soit 2 réel. 
+ 0 
Utilisant Pidentité exp (iv sind) = LY ev F,(v), o& F, est la fonction de Bessel 
i q —% 
d’ordre n, et intervertissant l’ordre des sommations, on obtient : 


3. 2. Pre (0) = 2 INO); 


la congruence s =m étant prise modulo r. Sir = 
encore valables en remplacant s = m par 5 = m. 


Démontrons quelques inégalités sur les Pil Oo. 


Le fait que F,(x) a un zéro d’ordre n A Porigine, avec | 7,(z)|<el#! donne, en 
utilisant Pinégalité de Schwarz, 


3: 3- Fatah < 
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+ 0, les formules 3.1 et 3.2 sont 


n 


ex 
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Etant donnés n>0, R>o, on peut déterminer d tel que 


3.4. he it Pmr (2) | <n quels que soient m, v, |v| <<R et r, avec2 <r<+o 


(Pinégalité | m| > d signifiant que la classe d’équivalence modulo r de m n’a aucun 
point dans le segment [— d, + d].) On aen vertu de 3. 2 sigd<r 


Par (BI<4 & |Fe(0) 


|m| >d 


Il suffit d’appliquer 3. 3 (en remarquant que si 2d >, la somme considérée est 
nulle) pour obtenir 3. 4. 
On peut trouver S>0 et 9 <1 tels que 


3- 5- | Pmr(2)|<e quels que soient m,v tel que 3<v<28,etr telquez<r<+o. 
En effet, si m4 0, on a 
|Par(2) |<2S1F(o)|<* sila] <r 
D’autre part si r > 3 


| Pox(2) | <|Jo(v) |+ 251 F.(0) | 


Cette série représente une fonction A(v) indéfiniment dérivable sur [o, 1], 
A(0) = A’(o) = A”(0) = 0. Comme Jy(0) = 1, F,(0) = 0, Fo (0) <0, on peut déter- 
miner 6 < e tel que 


P(e) | <p io sll oo Se i eo. 
Enfin Po» (v) = cos v, d’ot3.5 si l’on a pris 8 < = 


4. Nous poserons r(G) =supr(g) et nous distinguerons les trois cas suivants : 
r(G) << +0. 
r(G) = + tandis que r(g) <<+ © pourtout geG. 
Il existe g, &G tel que r(g)) = + ©. 


On dira qu’un systéme g,, ..., g, est linéairement indépendant si, quels que soient les 


q 
entiers n,, >”, g, = 0 entraine n,g, = 0 pour tout k. 
es 


4.1. Si r(G)< +0, alors G posstde une infinité d’éléments linéatrement indépendants. 


Sinon il existerait g éléments linéairement indépendants g,, gp, ..., g, tels que, 


en posant 
. 


' ’ 
H, = | geG bo = 2M, Bi alors ce H, = G. 


H, comporte au plus 7? éléments; montrons que H, fini, s<7, entraine H, fini. 
Sinon il existerait une infinité d’éléments g’, de H, correspondant aux mémes entiers n, 
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dans le second membre. La différence gi — g, serait telle que ¢(gi — g,) = 0, donc 
£— fn € Ua qui comporterait ainsi une infinité d’éléments : contradiction ; donc 
1 Ue e< ieee 


chaque H,, par suite G, serait fini, ce qui est impossible, G n’étant pas compact. 


4.2. Si r(G) < + ©, la synthése spectrale est impossible sur G. 


Preuve : Soit (g,) un systéme infini linéairement indépendant d’éléments de G. 


Posons 
iva} 


o(g') = > k-? Im<g,, g'>. 
k=1 


Alors ei 9(9') = TDP mr, (kK-2 u) <mgp, g'> 
= & <20(k) ge 8'> IL Po, (k-?u) 
i : 
ot. 6(k) est une fonction a valeurs entiéres, nulles sauf un nombre fini de valeurs, et 


o<6(k) <1, 
L’indépendance linéaire des g, implique que 


ice) 
iu p(y’) |]. — TI Pow, 2, (k-2u 
ee ot eee ye RO Hea aa 
Ce produit se majore, en utilisant 3. 5 et posant N(u) = nombre de valeurs de 
k telles que 8 << k-?| u| < 28, par exp(log op W(u)) = exp (— 9, u!/?) ot p, > o. 
Donc le lemme 2 est satisfait. 


5.  Envisageons maintenant le cas ou r(G) = + co bien que tous ses éléments soient 
d’ordre fini. Il existe alors une suite g, & G tels que r(g,) soit une suite croissante tendant 
vers Vinfini. Nous allons extraire par le procédé diagonal une suite convenable des g, : 
g, sera la suite de tous les g,; supposant la suite g%— construite, nous détermine- 
rons gi de la maniére suivante : 

Soit y(u) une fonction croissante tendant vers + co, déterminée plus loin; posons 
R, = sup} 4; y(u) <q}. 

Soit 2, une suite telle que le produit infini 


ani IT (1 + 2%) <1 + exp (— R'P), 


k>q 
Soit d,(k) une suite croissante d’entiers déterminés de telle sorte que 


> | Pn,r(v) Sates 


|m| > dq 


quels que soient m et ret v vérifiant | 0 | < R, ce qui est possible en vertu de 3. 4. Ceci étant, 


la suite g/ sera une suite extraite de gi-* de telle sorte que r(gi) >2d,(k) Il r(g) 
pour tous les k > g. 0 gas 
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On notera par g, la suite diagonale g. : ona alors, quels que soient g et k > ¢ 


BBs r(g,) > 2 d,(k) is r(g,). 
: qas<k 


‘ 
Soit une combinaison linéaire nulle des g, delaforme > n,g, = 0 ov |m,|<2d,(k) 
: k=q 
et soit N le plus grand entier tel que ny gy <0. Multiplions cette égalité par I] r(g,) 
qs<N 
on obtient que ny IL r(g.)-divise r(gy), ce qui contredirait 5.2. Par suite si l’on 
qSs<Nn 


développe le produit 
= Pra (k-2u) Im < g, g' > = ¥,(8') 


k>q |m|<d 


on obtient une série trigonométrique dans laquelle chaque exponentielle est obtenue une 
fois et une seule, d’ou 


5-3. Ye (ei = sup | TT Pak 
k>q 
Envisageons maintenant 
5 4. ; exp | iv y b-?<gya'> |= (8!) + o(e'). 
Ls keg 


On a en vertu de 5.1, si |u| <R,, || @(g') || <exp (— Ry”) et a fortiori 


Ilo (g') Ile < exp (— R;"). 
D’autre part 


Pexp tio im < 2,2’ >] ||, = > | Pn(2) |<2 > | Fm (0) |<(44]2| + 2) 


d’ou 
5. 5- | exp E ge, FS Lee pag a | i <(4e|u] + 2)% 
Posons 


(DES Rg POTTS ie 


On a, en vertu de 5. 3, 5. 4 et 5. 5, et en tenant compte que |u| <f,, 
llexp [iu e(e' III. < (4 6|4| + 2)v 44 om + A (u)) 
A(u) = sup 1 ca (Ey) : 
mr | k>y(w | 


Prenons par exemple y(u) = log (u-+ 1), évaluons le produit infini en utili- 


sant 3. 53; on obtient 
5: 6. log || exp [iu o(g')] ||, = — e2u"? + O (log?u) ou 2 >0. 
Le lemme 2 est ainsi satisfait et la synthése spectrale est impossible sur G. 
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68 
6 Reste a envisager le ‘cas ot il existe dans G un élément d’ordre infini, soit gy. Cet 

; s 2 9° . 
élément engendre un sous-groupe isomorphe 4 2; on a démontré dans [xx] ?impossi- 
pilité de la synthése spectrale sur X, par suite en appliquant 1.1 on obtient que la 


synthése spectrale sur G est impossible. F 
D’ailleurs il suffit de transcrire 5 pour obtenir directement ce résultat : on prend 


&, = Bo» OU A, est une suite d’entiers construite par le procédé diagonal de telle sorte que 
hee Sash) quels que soient g et k> 4. 

qi<k 

La série 

oO 
9(g') = Zk-7 Im < hy Lo 8 = 

satisfait alors 4 l’évaluation 5. 6. | 

On a achevé ainsi la démonstration de l’impossibilité de la synthése spectrale sur 


les groupes discrets infinis. 

4.  Remarque : On peut se proposer de rechercher dans <,, un contre-exemple sous 

forme d’un polynéme. Soit Q(x) = Ya, sin x, ob x = (x, .--,%,) ; Supposons qu'il 
ak 


existe au moins sept «, + o (en particulier n > 7) alors 


TF 0 (k) (a, w) 


|exp [tu Q (x)]||% = Aue 


0(k) prenant des valeurs entiéres. On sait que [14] J, (v) = O(v~/%) uniformément en n 
dot || exp [iu Q (x)] ||, = O(u-7'3), Q(x) satisfait ainsi au lemme 2 et fournit un contre- 
exemple pour la synthése spectrale. 
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